LOSNINGAR
OPTIONER OCH MATEMATIK (CTH[T M A155],GU[M AM690])

Skrivningsdag: 11 september 2004 fm
Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

1. (Binomialmodellen med T' = 2, u = —d > r > 0) Ett aktiederivat av
europeisk typ utbetalar beloppet
s1)  S(2)
Y = 0, == — =
x50 s

slutdagen T = 2. a) Beriikna derivatets pris vid tiden 0. b) Lat h = (hs(t), hp(t))Z,

vara en sjalvfinansierande strategi som replikerar Y dvs uppfyller V,,(2) = Y-
Bestam hg(0).

Losning: a) Séatt S(0) = s och
S(t+1)=S@t)e+, t=0,1.

Lat v(t) beteckna derivatets pris vid tiden ¢. Vi har

U(2)\X1—U,Xz—u (eu — € ) =0
V(2) xy=u,xo=d = (6“ )T =t — e
0(2) X, 2d X0=u = (e —€")F =0
V(2)|x,2dxma = (€T —e )T =0
och definieras
er—e™
Qu=—"F—"—7=1—qu
er —e
blir
U(1)|X1:u = e_T(QUO + Qd(eu - €_u)) = qde_’(e“ — e_u)
v(1)x,=¢ = € "(qu0+ ¢gq0) = 0.
Alltsa ar

v(0) = e7"(quqae™"(e" — ™) + q40)



= qugae” 7" (e" — e™") = SVAR
b) Kom ihag att h(0) = h(1). Ekvationerna

hs(0)se* + hp(0)B(0)e" = gqqe "(e" —e™*)
hS(O)se_“ + h,B(O)B(O)@T =0

ger

B qde—r(eu _ e—u)
hs(0) = s(er — e u)

= W SyAR

2. (Black-Scholes modell for utdelande aktie) Antag T > 0 &r en konstant.
Ett derivat av europeisk typ utbetalar slutdagen 7" beloppet

Y =max(0, S(T) — S(0)).
Berdkna derivatets pris vid tiden 0 da aktien delar ut beloppet 15(0) vid
tiden %

Losning: Satt s = S(0) och D = 1s. Alltsa &r

o2
Iy (0) = B [((s — Der)lr 7m0 1]

T

=¢(0,s5 — De™"7 | s; T)= (s — De™"2)®(d;) — se" ®(dy)
1

=5 [(1 — 56_’”%)<I>(d1) _ erT(I)(d2):|
dar
4 = In(1—2e%) + (r + )T (- g ) 4 (r+ )7
oV'T oV/T
och

dgzdl—aﬁ.



3. Antag XY € N(0,1) &r stokastiskt oberoende. Berdkna

E [e|X—|—YH—|X7Y\] ]

Losning: Det galler att
EX+Y|=F[X|£E[Y]=0

och
E(X+Y)X-Y)]=E[X?’|-E[Y?]=0.

Eftersom
E[(XtY)’ | =E[X?’|+2EX|E[Y]+E[Y?] =2

foljer att X +Y, X —Y € N(0,2) och X +Y och X —Y &r stokastiskt
oberoende. Alltsa ar

B [eXHYHXYI] 2 g [ X475 Y1)

—F [6|X+Y|] E [elX—Y\] — E2 [€|\/§X|]

/ f||—ﬁd$ / V- de)

_(@-v2)? f)z dx
=4 )2 = 4?32 (V2) «— SV AR.
(et V2

4. Betrakta binomialmodellen i en period med parametrarna u, d och r. Visa
att det existerar ett arbitrage i denna modell om och endast om

r ¢ |d,ul.

5. Antag 0 < t; < ... <t, och att Ay, ..., A, ar delintervall av R. Visa att

P[W(t) € Ay, ... W(t,) € A,

_yn (zp—2p_1)>
/ / =) dpyday,
A (2m)2 \/Hk 1k — T 1)

dar tg = 0 och zy = 0.




