LOSNINGAR
OPTIONER OCH MATEMATIK (CTH[T M A155],GU[M AM690])

Skrivningsdag: 28 maj 2005 fm v, 4 timmar
Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

1. (Dominansprincipen) Ett finansiellt derivat av europeisk typ utbetalar be-
loppet max(0, min(S(7T") — K, L)) slutdagen T', dir K och L &r givna positiva
storheter. Bestam en portfolj bestaende av aktiekbpoptioner som replikerar
derivatet (dvs i varje tidpunkt har samma virde som derivatet).

Losning: a) Lat call, (K, T) beteckna en europeisk kopoption med losenpris
K och slutdag T'. Det galler att
: [ ST)-Kom S(T)<K+L
min(S(7) - K, L) = { LomS(T)>K+1L

varfor
max (0, min(S(T) — K, L)) = (S(T) — K))* — (S(T) — (K + L))*.
Beroende pa dominansprincipen replikerar darfor portfoljen
{1 call,(K,T), —1call(K+L,T)} + SVAR

derivatet.

2. (Black-Scholes modell) Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar slutda-
gen T beloppet 1 om | S(T) — S(0) |[< 15(0) och i annat fall utbetalas in-
genting. Antagt < T och att derivatet hedgas med hg(t) = v.(t, S(t)) aktier
vid tiden ¢, dar v(¢, S(t)) betecknar detrivatets pris vid tiden . a) Bestdm
v(t, S(t)). b) For vilka aktiepriser S(t) ar hg(t) > 07
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beloppet g(S(T)) slutdagen 7. Om s = S(t) och 7 =T —t > 0 ges derivatets
pris vid tiden t av

Losning: a) Satt g(s) = 1[lq(0) 5‘(0)](5) och notera att derivatet utbetalar
15(0),3

-2
U(t, S) — e " E g(se(rfT)T-l—rrW(T))



2
=e P [ln S(g) - (r— %)T <oW(r)<In 352(80) —(r— %)T:|
R 1 S(0) o? 1 35(0) o?
=e "P [aﬁ(ln 5s (r — 3)7') <W(1) < - T(ln 5 T (r— 3)7)}
= om0 - Do) - e S - D)
«— SVAR
b) Om ¢ = @’ erhalls
vi(t, s) = —67”0 ! T%
<otz m B - Do) e S - Ty
Alltsa ér vi(¢,s) > 0 om och endast om
o Ty < o D)
dvs
35(0) 0% S(0) 0% .,
gt e CL s

Detta ar ekvivalent med att

S(t) =5 < §S(O)e<r”5>f < SVAR

3. Tva aktieprisprocesser

Si(t) = S (0)ex W) 0 <t < T
Sa(t) = Sa(0)e!+2W2l) 0 <t < T

beskriver en bivariat geometrisk Brownsk rorelse med exponentiell drift och
korrelationsparametern p € |—1,1[. En aktiefond &r vid tiden 0 intresserad

av att sitta ihop en vérdelos portfolj A bestaende av % aktier av aktieslag

2



1 och —% aktier av aktieslag 2 och vill darfor kdnna sannolikheten att

portfoljens virde V4(T) vid tiden T &r positivt samt vintevirdena av V4 (7T')
och (V4(T))?. Vad blir dessa storheter?

Losning: Det galler att
VA(T) = K(ealTJrUlWl(T) _ €a2T+02W2(T))
dar K = 10%. Harav foljer att
PVA(T)>0l=P [e(’“TJ”” W) > 6“2T+”2W2(T)]
= P[(a; — a2)T + oy Wi (T) — 0oWo(T') > 0] .
Satt Xo = oy Wi (T) £ 0uWy(T) € N(0,02T) dar
01T =gef E [(0:Wi(T) £ 05Ws(T))?] = (07 £ 2po10s + 03)T.
Vi far nu

(al - 042)\/T

P[VA(T) > 0] = @(\/U% ool

)« SVAR

Eftersom

da G € N(0,1) foljer ocksa att
E[VA(T)] = K(elert200T _ glozt30)T) o QAR

och
E [(Va(T))’]

— KQE [€2a1T+201W1(T) o 2€(a1+a2)T+0'1W1(T)+0'2W2(T) + €2a2T+202W2(T)]

— K2(€2(a1+0%)T . 26(041+cz2+%0%+p0102+%ag)71 + 62(a2+U§)T) « SVAR

4. Visa att ett nodvandigt och tillrackligt villkor for existens av arbitrage i
binomialmodellen med en period ar att r ¢ |d, ul.



5. Ett enkelt europeiskt derivat som utbetalar beloppet Y = ¢(S(T)) slutdag-
en T har i Black-Scholes modell vid tiden t < T priset

P g(se(r7§)7+nW(7))

dér s = S(t) och 7 =T — t. Bestdm med hjélp hirav Black-Scholes pris for
en kopoption med l6senpriset K.



