
L�OSNINGAROPTIONER OCH MATEMATIK (CTH[TMA155℄,GU[MAM690℄)Skrivningsdag: 28 maj 2005 fm v, 4 timmarVarje uppgift ger maximalt 3 po�ang.1. (Dominansprinipen) Ett �nansiellt derivat av europeisk typ utbetalar be-loppet max(0;min(S(T )�K;L)) slutdagen T; d�ar K oh L �ar givna positivastorheter. Best�am en portf�olj best�aende av aktiek�opoptioner som replikerarderivatet (dvs i varje tidpunkt har samma v�arde som derivatet).L�osning: a) L�at alle(K; T ) betekna en europeisk k�opoption med l�osenprisK oh slutdag T: Det g�aller attmin(S(T )�K;L) = � S(T )�K om S(T ) � K + LL om S(T ) > K + Lvarf�ormax(0;min(S(T )�K;L)) = (S(T )�K))+ � (S(T )� (K + L))+:Beroende p�a dominansprinipen replikerar d�arf�or portf�oljenf1 alle(K; T ); � 1 alle(K + L; T )g  SV ARderivatet.2. (Blak-Sholes modell) Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar slutda-gen T beloppet 1 om j S(T )� S(0) j� 12S(0) oh i annat fall utbetalas in-genting. Antag t < T oh att derivatet hedgas med hS(t) = v0s(t; S(t)) aktiervid tiden t; d�ar v(t; S(t)) beteknar detrivatets pris vid tiden t: a) Best�amv(t; S(t)): b) F�or vilka aktiepriser S(t) �ar hS(t) � 0?L�osning: a) S�att g(s) = 1[ 12S(0); 32S(0)℄(s) oh notera att derivatet utbetalarbeloppet g(S(T )) slutdagen T: Om s = S(t) oh � = T � t > 0 ges derivatetspris vid tiden t av v(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))i1



= e�r�P �12S(0) � se(r��22 )�+�W (�) � 32S(0)�= e�r�P �ln S(0)2s � (r � �22 )� � �W (�) � ln 3S(0)2s � (r � �22 )��= e�r�P � 1�p� (ln S(0)2s � (r � �22 )�) � W (1) � 1�p� (ln 3S(0)2s � (r � �22 )�)�= e�r� ��( 1�p� (ln 3S(0)2s � (r � �22 )�))� �( 1�p� (ln S(0)2s � (r � �22 )�))� SV ARb) Om ' = �0 erh�alls v0s(t; s) = �e�r� 1�p� 1s��'( 1�p� (ln 3S(0)2s � (r � �22 )�))� '( 1�p� (ln S(0)2s � (r � �22 )�))� :Allts�a �ar v0s(t; s) � 0 om oh endast om'( 1�p� (ln 3S(0)2s � (r � �22 )�)) � '( 1�p� (ln S(0)2s � (r � �22 )�))dvs (ln 3S(0)2s � (r � �22 )�)2 � (ln S(0)2s � (r � �22 )�)2:Detta �ar ekvivalent med attS(t) = s � p32 S(0)e�(r��22 )�  SV AR3. Tv�a aktieprisproesser� S1(t) = S1(0)e�1t+�1W1(t); 0 � t � TS2(t) = S2(0)e�2t+�2W2(t); 0 � t � Tbeskriver en bivariat geometrisk Brownsk r�orelse med exponentiell drift ohkorrelationsparametern � 2 ℄�1; 1[ : En aktiefond �ar vid tiden 0 intresseradav att s�atta ihop en v�ardel�os portf�olj A best�aende av 108S1(0) aktier av aktieslag2



1 oh � 108S2(0) aktier av aktieslag 2 oh vill d�arf�or k�anna sannolikheten attportf�oljens v�arde VA(T ) vid tiden T �ar positivt samt v�antev�ardena av VA(T )oh (VA(T ))2: Vad blir dessa storheter?L�osning: Det g�aller attVA(T ) = K(e�1T+�1W1(T ) � e�2T+�2W2(T ))d�ar K = 108: H�arav f�oljer attP [VA(T ) > 0℄ = P �e�1T+�1W1(T ) > e�2T+�2W2(T )�= P [(�1 � �2)T + �1W1(T )� �2W2(T ) > 0℄ :S�att X� = �1W1(T )� �2W2(T ) 2 N(0; �2�T ) d�ar�2�T =def E �(�1W1(T )� �2W2(T ))2� = (�21 � 2��1�2 + �22)T:Vi f�ar nu P [VA(T ) > 0℄ = �( (�1 � �2)pTp�21 � 2��1�2 + �22 ) SV AREftersom E �e�G� = e �22 ; � 2 Rd�a G 2 N(0; 1) f�oljer oks�a attE [VA(T )℄ = K(e(�1+ 12�21)T � e(�2+ 12�22)T ) SV ARoh E �(VA(T ))2�= K2E �e2�1T+2�1W1(T ) � 2e(�1+�2)T+�1W1(T )+�2W2(T ) + e2�2T+2�2W2(T )�= K2(e2(�1+�21)T � 2e(�1+�2+ 12�21+��1�2+ 12�22)T + e2(�2+�22)T ) SV AR4. Visa att ett n�odv�andigt oh tillr�akligt villkor f�or existens av arbitrage ibinomialmodellen med en period �ar att r =2 ℄d; u[.3



5. Ett enkelt europeiskt derivat som utbetalar beloppet Y = g(S(T )) slutdag-en T har i Blak-Sholes modell vid tiden t < T prisete�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))id�ar s = S(t) oh � = T � t: Best�am med hj�alp h�arav Blak-Sholes pris f�oren k�opoption med l�osenpriset K:
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