
1. DominansprinipenEtt v�ardepapper som de�nieras i termer av andra v�ardepapper kallas ett �-nansiellt derivat. R�attigheten men ej skyldigheten att k�opa ett givet v�ardepapperett framtida datum till ett i f�orv�ag uppgjort pris kallas en k�opoption. Ak-tier oh optionskontrakt �ar myket gamla f�oreteelser. Aktier har varit k�andaunder minst 750 �ar. Aktiehandel i organiserad form startade troligen f�orsti Antwerpen 1531. Den amerikanske ekonomen oh nobelpristagaren Mer-ton ber�attar i sin bok "Continuous-Time Finane" [MER1℄ om handel ik�opoptionsliknande instrument p�a Amsterdams fondb�ors f�or 350 �ar sedan.Optionskontrakt p�a jordbruksprodukter anv�andes f�or �ovrigt redan av medelti-dens k�opm�an [GEM ℄ :Att v�ardera �nansiella derivat p�a ett teoretiskt �overtygandes�att har emellertid varit sv�art i historien oh problemet �k ingen tillfredsst�allandel�osning f�orr�an under 1970-talet. Begreppet arbitrage dvs riskfri vinst �arh�ar myket entralt. Det mest komplierade momentet i detta sammanhangbest�ar dok av att f�orst�a de underliggande v�ardepapperens prisdynamik. Denmatematiska teorin f�or stokastiska proesser har hittills spelat en avg�oranderoll f�or de framsteg som gjorts.Ett entralt moment inom optionsteorin best�ar av att utifr�an olika hy-poteser de�niera priser f�or �nansiella derivat. S�adana priser kallas oftateoretiska priser. I detta kapitel uppm�arksammar vi den s�a kallade domi-nansprinipen som dels g�or det m�ojligt att priss�atta n�agra viktiga derivat,dels ger upp- oh nedskattningar av t�ankbara priser f�or olika �nansielladerivat. P�a marknaden �nns s�a kallade marknadspriser oh det �ar naturligtvis�onskv�art att teoretiska priser �overensst�ammer med marknadens priser. Idenna framst�allning f�oruts�atts alltid att kapitalmarknaden i v�ar modell �arfriktionsfri. I begreppet friktionsfri marknad inbegripes gratis transaktionerav v�ardepapper samt att in- oh utl�aningsr�antan �ar lika. D�arut�over antasatt l�an av v�ardepapper �ar kostnadsfria samt att handel f�orekommer i delarav v�ardepapper. Dessa �overf�orenklingar av verkligheten �ar vanliga i de estaframst�allningar av �nansiella derivat oh kan naturligtvis f�ororsaka skillnadermellan teoretiska priser oh marknadens priser. Forskning mot mer realis-tiska modeller p�ag�ar men faller utanf�or ramen f�or denna framst�allning. Ominte annat anges f�oruts�atts oks�a att aktier ej ger utdelning oh att r�antan �arkonstant. F�or tydlighets skull vill vi p�apeka att begreppet friktionsfri mark-nad ej inneb�ar att det �ar kostnadsfritt att l�ana pengar. En hundralapp skalld�arf�or inte uppfattas som ett v�ardepapper.1



Inledningsvis betraktar vi endast �nansiella derivat, som de�nieras av ettenda v�ardepapper, n�amligen en aktie. Aktiens pris vid tiden t beteknas medS(t). L�at nu T vara ett givet framtida datum oh antag att ett visst derivat iaktien kan inl�osas vid tiden T oh d�a utbetalar beloppet g(S(T )). Ett s�adantderivat s�ags vara ett enkelt derivat av europeisk typ eller ett enkelt kontraktav europeisk typ. H�ar kallas g utbetalningsfunktion eller kontraktsfunktionoh T kallas slutdag f�or kontraktet. Ett motsvarande amerikanskt kontraktmed utbetalningsfunktionen g kan l�osas in vid vilken tidpunkt t som helstf�ore eller p�a slutdagen T om kontraktsinnehavaren s�a �onskar oh utbetalar d�abeloppet g(S(t)). Med v�ara konventioner kan en utbetalningsfunktion antaganegativa v�arden. Ett kontrakt d�ar innehavaren f�orbinder sig att k�opa aktientill priset K ett framtida datum T �ar likv�ardigt med ett �nansiellt derivat aveuropeisk typ med utbetalningsfunktionen S(T )�K: H�ar �ar g(s) = s�K:Antag nu att K �ar ett givet positivt tal. En europeisk k�opoption i ak-tien med l�osenpris K oh slutdag T �ar r�attigheten, men ej skyldigheten,att k�opa en aktie till priset K vid tiden T . En europeisk s�aljoption i ak-tien med l�osenpris K oh slutdag T �ar r�attigheten, men ej skyldigheten, atts�alja en aktie till priset K vid tiden T: P�a liknande s�att �ar en amerikanskk�opoption (s�aljoption) i aktien med l�osenpris K oh slutdag T r�attigheten,men ej skyldigheten, att vid ett tillf�alle k�opa (s�alja) en aktie till priset Kunder tidsperioden fr�an nu fram till oh med tidpunkten T . Slutdagen f�oren aktieoption av europeisk typ kallas oks�a l�osendagen. Ett enkelt derivatav europeisk typ med utbetalningsfunktionen(s) = max(0; s�K)oh slutdagen T �ar p�a en friktionsfri marknad ekvivalent med en europeiskk�opoption med l�osenpriset K oh l�osendagen T: Notera oks�a att p�a en frik-tionsfri marknad �ar ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalnings-funktionen p(s) = max(0; K � s)oh slutdagen T ekvivalent med en europeisk s�aljoption med l�osenpriset Koh l�osendagen T . K�opoption heter "all" p�a engelska oh s�aljoption "put",vilket ligger till grund f�or v�ara betekningar.En upps�attning v�ardepapper kallas en portf�olj. Vi till�ater v�ardepappersinnehavi delar av v�ardepapper, som eventuellt kan vara negativa. Den som l�anat enaktie oh sedan s�alt densamma har en skuld p�a 1 aktie vilket uppfattas somett innehav av �1 aktier. En utf�ardad k�opoption uppfattas som ett innehav2



av �1 k�opoptioner osv. Antag � �ar ett reellt tal. Om en portf�olj A in-neh�aller ak v�ardepapper Uk; k = 1; ::; n; oh inga andra v�ardepapper s�a �ar�A den portf�olj som inneh�aller �ak v�ardepapper Uk; k = 1; ::; n; oh ingaandra v�ardepapper. Vi antar alltid att det �nns obligationer i v�ar kapital-marknadsmodell. Om inte annat s�ags antar vi att v�ar modell inneh�aller enoh endast en obligation vars pris B(t) vid tiden t ges av ekvationenB(t) = Certd�ar C oh r �ar positiva konstanter. Observera attB(t) = B(0)ert:Vi uppfattar h�ar storheten r som kontinuerlig r�anta. Om beloppetK plaerasi bank vid tiden t blir banksaldot lika med Ker(T�t) vid tiden T � t:En huvuduppgift i denna framst�allning �ar att postulera egenskaper somleder fram till ett expliit teoretiskt v�arde �U(t) f�or ett enskilt �nansielltderivat U vid tiden t. Genom superposition f�ar varje portf�olj A ett teoretisktv�arde VA(t) vid tiden t, betingat av att A existerar vid denna tidpunkt. Ob-servera att en portf�oljinnehavare vars portf�olj inneh�aller en utf�ardad amerikanskoption ej sj�alv styr �over portf�oljens eventuella existens imorgon.I detta kapitel postulerar vi den s�a kallade dominansprinipen, som kom-mer att s�atta vissa gr�anser f�or funktionen �:Dominansprinipen. Om T �ar ett framtida datum oh portf�oljinnehavarenmed s�akerhet kan agera s�a att VA(T ) � 0 s�a har portf�oljen A ett ike-negativtv�arde fr�an idag t o m tiden T .Om dominansprinipen ej g�aller s�a �nns ett framtida datum T oh enportf�olj A s�a att VA(T ) � 0 oh VA(t) < 0 d�ar t < T: Vi bildar nu vid tident en portf�olj B best�aende av A oh ett antal obligationer s�a att VB(t) = 0:Konstruktionen visar att VB(T ) > 0 s�a vi f�ar en riskfri vinst. Om en portf�oljhar ett ike-negativt v�arde idag s�a s�ager dominansprinipen ingenting omdess v�arde imorgon.I resten av kapitlet tar vi dominansprinipen som ett axiom, dvs vi utg�arfr�an att prinipen ifr�aga g�aller. 3



Om en portf�olj A best�ar av aktier, obligationer oh derivat av europeisktyp oh portf�oljen �ar v�ardel�os vid en viss framtida tidpunkt T dvs VA(T )= 0; s�a medf�or dominansprinipen att portf�oljen �ar v�ardel�os idag. Domi-nanspriniper ger n�amligen f�orst att VA(t) � 0 idag. EftersomV�A(T ) = �VA(T ) = 0f�oljer d�arf�or att �VA(t) = V�A(t) � 0 idag oh d�armed �ar portf�oljen v�ardel�osidag dvs VA(t) = 0. Om tv�a portf�oljer A oh B best�ar av aktier, obligationeroh derivat av europeisk typ oh VA(T ) = VB(T ) ett viss framtida datum Ts�a medf�or dominansprinipen att portf�oljerna har samma v�arden idag. OmVA(T ) � VB(T ) s�a f�oljer oks�a att VA(t) � VB(t) idag.Betrakta nu en portf�olj A som inneh�aller en amerikansk s�aljoption medslutdag T oh l�osenpris K oh en utf�ardad europeisk s�aljoption med l�osendagT oh l�osenpris K: Om portf�oljinnehavaren best�ammer sig f�or att inte l�osain den amerikanska s�aljoptionen f�ore slutdagen s�a g�aller att VA(T ) = 0:Allts�a blir VA(t) � 0; enligt dominansprinipen. Vi kan emellertid inte dennag�ang h�avda att V�A(T ) = 0: Portf�oljen �A inneh�aller n�amligen en utf�ardadamerikansk s�aljoption med slutdagen T: Om innehavaren av den amerikanskas�aljoptionen best�ammer sig f�or att l�osa in kontraktet f�ore slutdagen existerard�arf�or inte portf�oljen �A vid tiden T: Man kan visa att det �ar optimalt attl�osa in en amerikansk s�aljoption f�ore slutdagen om aktiepriset �ar tillr�akligtlitet (om t < T oh (K�S(t))er(T�t) > K kan det inte vara optimalt att avst�afr�an att l�osa in den amerikanska s�aljoptionen i intervallet [t; T [). Man m�astevara en smula f�orsiktig vid till�ampning av dominansprinipen f�or portf�oljersom inneh�aller amerikanska kontrakt.F�or att belysa dominansprinipen betraktar vi ett enkelt europeiskt derivati aktien med slutdagen T oh utbetalningsfunktioneng(s) = s:L�at v(t) betekna derivatets v�arde vid tiden t. Bilda nu en portf�olj best�aendeav derivatet oh en annan portf�olj best�aende av en aktie. Dessa portf�oljerhar samma v�arde vid tiden T: Allts�a �arv(t) = S(t):I n�asta exempel studeras ett kontrakt som f�orbinder innehavaren att k�opaaktien till priset K ett visst framtida datum T: Kontraktet �ar likv�ardigt med4



ett aktiederivat av europeisk typ med slutdagen T oh utbetalningsfunktio-nen g(s) = s�K:P�a en marknad d�ar dominansprinipen g�aller f�ar det aktuella derivatet v�ardetS(t)�Ke�r�vid tiden t d�ar � = T � t: Vid tiden T har n�amligen derivatet ifr�aga sammav�arde som en portf�olj best�aende av 1 aktie oh �K=B(T ) obligationer. Ob-servera att r�antan r �ar k�and, s�a obligationspriset B(T ) �ar k�ant f�ore tiden T:V�aljs K s�a att motsvarande kontrakt �ar v�ardel�ost vid tekningstiden t kallasK f�or aktiens terminspris vid tiden t f�or leverans vid tiden T oh beteknasmed STterm(t). Allts�a g�aller attSTterm(t) = S(t)er� :Ett terminskontrakt som teknats vid tiden t har vid leverans v�ardetS(T )� S(t)er�eftersom innehavaren av kontraktet betalar priset S(t)er� f�or en aktie som�ar v�ard S(T ). Detta v�arde kan i praktiken vara ett myket stort belopp ohf�or att minska risken f�or kreditf�orluster kan man t�anka sig f�oljande variationav kontraktet. Fixera ett positivt heltal N: S�att h = �=N oh tn = t +nh; n = 0; :::; N: Betrakta ett kontrakt som inneb�ar att innehavaren vidtiden tn�1 teknar ett terminskontrakt med leverans vid tiden tn f�or n =1; :::; N: Innehavaren av kontraktet erh�aller vid tiden tn en ins�attning p�a sittbankkonto svarande mot beloppetS(tn)� S(tn�1)erhf�or n = 1; :::; N . Vid tiden T blir banksaldotNXn=1(S(tn)� S(tn�1)erh)e(T�tn)r= NXn=1(S(tn)e(T�tn)r � S(tn�1)e(T�tn�1)r)5



= S(T )� S(t)er� :Det aktuella kontraktet �ar s�aledes vid tidpunkten t ekvivalent med en akti-etermin med leverans vid tiden T:Observera h�ar att en ins�attning av beloppeta p�a ett bankkonto �ar likv�ardigt med ett uttag av beloppet �a p�a sammakonto.Betrakta nu ett kontrakt som f�orbinder innehavaren att k�opa en dol-lar till priset K kr ett visst framtida datum T: Vi kan inte direkt anv�andaovanst�aende resultat f�or att v�ardera kontraktet vid tiden t < T: En dollarskiljer sig myket fr�an en aktie. T ex �ar ett dollarl�an ej gratis ens p�a enfriktionsfri marknad. Antag att dollarkursen �ar lika med �(t) kr vid tiden t:Det aktuella kontraktet har, uttrykt i kr, v�ardetY = �(T )�Kvid tiden T: F�or att v�ardera detta kontrakt antages att den amerikanskamarknaden erbjuder en obligation med priset Ba(t) = Ba(0)erat vid tiden t,d�ar Ba(0) oh ra �ar positiva konstanter. Vi kan nu uppfattaS(t) = Ba(t)�(t); t � 0som prisproessen f�or ett svenskt v�ardepapper. Observera attY = Ba(T )�1(S(T )� Ba(T )K)s�a dominansprinipen ger att kontraktet vid tiden t < T har det teoretiskav�ardet v(t) = Ba(T )�1(S(t)�Ba(T )Ke�r� )d�ar � = T � t: Efter f�orenkling erh�allsv(t) = �(t)e�ra� �Ke�r� :V�aljs K s�a att motsvarande kontrakt �ar v�ardel�ost vid tekningstiden t kallasK f�or terminskursen f�or dollar vid tiden t f�or leverans vid tiden T oh betek-nas med �Tterm(t). Allts�a g�aller�Tterm(t) = �(t)e(r�ra)�(kontrollera att detta resultat �ar konsistent med dagstidningarnas noteringar!).Vi kan som exemplen ovan visar v�ardera en del derivat av intresse medmyket enkla metoder. Sv�arigheten �okar dok snabbt. Det �nns ingen6



m�ojlighet att p�a ett meningsfullt s�att de�niera priset av en k�opoption genomatt endast postulera dominansprinipen.Fr o m nu skriver vi �U(t) = (t; S(t); K;T ) om U �ar en europeiskk�opoption i aktien med l�osenprisK oh slutdag T oh �U(t) = p(t; S(t); K;T )om U �ar en europeisk s�aljoption i aktien med l�osenpris K oh slutdag T:V�ardena f�or motsvarande optioner av amerikansk typ beteknas med C(t; S(t); K)respektive P (t; S(t); K). Om slutdagen T framg�ar av sammanhanget skrivervi (t; S(t); K;T ) = (t; S(t); K) oh p�a motsvarande s�att f�or de �ovriga op-tionsv�ardena.F�oljande relation mellan aktiepris, europeiskt k�opoptionspris, europeiskts�aljoptionspris oh obligationspris �ar m�ojlig att visa med hj�alp av domi-nansprinipen, n�amligenS(t)� (t; S(t); K) = Ke�r� � p(t; S(t); K):Vi beh�over bara konstatera att relationen ifr�aga �ar sann f�or t = T sam-tidigt som vi noterar att v�anstra ledet representerar v�ardet av en aktie ohen utf�ardad europeisk k�opoption oh h�ogra ledet v�ardet av K=B(T ) obliga-tioner oh en utf�ardad europeisk s�aljoption. Dominansprinipen medf�or attlikheten �aven g�aller f�ore slutdagen (relationen kallas "put-all parity rela-tion" p�a engelska). Relationen visar att den europeiska s�aljoptionen �ar l�attatt v�ardera, s�a snart vi kan priss�atta den europeiska k�opoptionen. Vi seroks�a att v�ardet p(S(T )) vid tiden T �ar uppn�aeligt p�a en kapitalmarknadsom endast best�ar av aktien, den europeiska k�opoptionen oh obligationen.Betrakta nu f�or givna positiva konstanter A;B;K oh L funktioneng(s) = min(A(s�K)+; B(L� s)+)d�ar K < L oh d�ar s �ar en positiv variabel. Denna polygonfunktions derivatahar tre spr�angpunkter. Om vi subtraherar funktionen B(L�s)+ fr�an funktio-nen g(s) s�a erh�alls en polygonfunktion vars derivata har tv�a spr�angpunkter.Man inser nu l�att att en l�amplig kombination av s�aljoptioner med olikal�optid har v�ardet g(S(T )) vid tiden T . Vi utnyttjar h�ar handel i delarav v�ardepapper. V�ardet g(S(T )) vid tiden T �ar d�arf�or uppn�aeligt p�a enkapitalmarknad som endast best�ar av aktien, europeiska k�opoptioner ohobligationen.Om g(s) beteknar en godtyklig polygonfunktion i intervallet s > 0s�a inser vi p�a liknande s�att att v�ardet g(S(T )) vid tiden T �ar uppn�aeligt7



p�a en kapitalmarknad som endast best�ar av aktien, obligationen oh eu-ropeiska k�opoptioner i aktien. S�a snart europeiska k�opoptioner tilldelatsteoretiska v�arden, erh�aller vi allts�a teoretiska v�arden f�or en stor klass av en-kla europeiska aktiederivat. Notera i detta sammanhang att en godtyklig,reellv�ard kontinuerlig funktion p�a ett kompakt intervall [a; b℄ kan approx-imeras likformigt med polygonfunktioner enligt analysens grunder.L�at I vara ett delintervall av reella tallinjen. En funktion f : I ! Rkallas konvex om f(pa+ (1� p)b) � pf(a) + (1� p)f(b)f�or alla a; b 2 I oh alla 0 < p < 1: Funktionen s�ags vara str�angt konvex omolikheten f(pa+ (1� p)b) < pf(a) + (1� p)f(b)g�aller f�or alla 0 < p < 1 oh alla a; b 2 I; som uppfyller a 6= b: En reellv�ardstokastisk variabel X s�ags vara 2-punktsf�ordelad om det existerar a; b 2 R;d�ar a 6= b; s�a att P [X = a℄ = poh P [X = b℄ = 1� pd�ar 0 < p < 1: H�ar de�nieras v�antev�ardet E [X℄ av X genom attE [X℄ = aP [X = a℄ + bP [X = b℄dvs E [X℄ = pa+ (1� p)b(bokstaven E kommer fr�an engelskans "expetation".) Allts�a g�aller attf(E [X℄) � E [f(X)℄f�or varje konvex funktion f : I ! R oh 2-punktsf�ordelad stokastisk variabelX : 
 ! I , d�ar I �ar ett delintervall av reella tallinjen. Denna olikhetkallas Jensens olikhet (f�or en starkare version, se �ovningarna i detta kapiteloh Appendix). En funktion f �ar konkav om �f �ar konvex. En reellv�ardfunktion f de�nierad i ett �oppet intervall �ar konvex om f 00 � 0 oh konkavom f 00 � 0:Antag a; b 2 R: Den aÆna funktionen f(x) = ax + b; x 2 R; �ar konvex.Om f oh g �ar konvexa funktioner de�nierade p�a samma intervall I s�a �ar8



funktionen h(x) = max(f(x); g(x)); x 2 I; konvex. Speiellt f�oljer h�arav attfunktionen K ! max(0; s�K); K > 0�ar konvex f�or �xt s > 0: Vi kan nu dra slutsatsen att en europeisk k�opoption�ar en konvex funktion av l�osenpriset K om alla andra variabler h�alls �xa.Mer preist uttrykt g�aller att funktionenK ! (t; S(t); K;T ); K > 0�ar konvex (kontrollera om detta resultat �ar konsistent med dagstidningarnasnoteringar av k�opoptionspriser!). F�or att se detta v�aljer vi K0; K1 > 0 oh0 � � � 1: Betrakta nu en portf�olj A best�aende av 1 europeisk k�opoptioni aktien med l�osendag T oh l�osenpris �K0 + (1 � �)K1 oh en portf�olj Bbest�aende av � europeiska k�opoptioner i aktien med l�osendag T oh l�osenprisK0 oh (1��) europeiska k�opoptioner i aktien med l�osendag T oh l�osenprisK1: Vi vet att max(0; S(T )� (�K0 + (1� �)K1))� �max(0; S(T )�K0) + (1� �)max(0; S(T )�K1)dvs att VA(T ) � VB(T ):Dominansprinipen visar nu att VA(t) � VB(t) f�or t < T vilket �ar ekvivalentmed p�ast�aendet.Vi avslutar kapitlet med en del resultat f�or optioner av amerikansk typ.Vi p�ast�ar f�orst att det inte optimalt att l�osa in en amerikansk k�opoption f�oreslutdagen d�a aktien ej ger utdelning. Det g�aller n�amligen attC(t; S(t); K;T ) > S(t)�K; t < T:F�or att se detta bildas vid tiden t en portf�olj A best�aende av 1 amerikanskk�opoption med l�osenpris K oh slutdag T; -1 aktie oh K=B(T ) obligationer.Om portf�oljinnehavaren best�ammer sig f�or att ej l�osa in den amerikanskak�opoptionen f�ore dess slutdag f�oljer attVA(T ) = C(T; S(T ); K;T )� S(T ) + (K=B(T ))B(T )= max(0; S(T )�K)� S(T ) +K � 0:9



Dominansprinipen ger nu att VA(t) � 0 dvsC(t; S(t); K;T )� S(t) + (K=B(T ))B(t) � 0oh s�aledes m�aste f�or t < T g�alla attC(t; S(t); K;T ) � S(t)� (K=B(T ))B(t) > S(t)�K:Det �ar d�arf�or inte optimalt att l�osa in en amerikansk k�opoption f�ore slutdagend�a aktien ej ger utdelning oh h�arav f�oljer attC(t; S(t); K;T ) = (t; S(t); K;T )i detta fall.Betrakta en investerare X med en v�ardepappersportf�olj A vid tiden t; d�arportf�oljen eventuellt inneh�aller en del utf�ardade optioner av amerikansk typ.Om en utf�ardad option l�oses in i intervallet ℄t; T ℄ antas att skulden omedelbartregleras med tillg�angar i v�ardepapper oh eventuellt med pengar somX l�anartill r�antan r. Vid tiden T f�orfogarX �over en portf�olj som vi beteknar med B(l�anade pengar uppfattas som ett negativt antal obligationer). Antag att Xmed s�akerhet kan agera s�a att VB(T ) � 0:Om vi under dessa f�oruts�attningarkan dra slutsatsen att VA(t) � 0 s�a s�ager vi att den starka dominansprinipeng�aller. Som en illustration av denna prinip skall vi nu visa den till synessj�alvklara olikheten K � P (t; S(t); K;T ):L�at d�arf�orA vara en portf�olj vid tiden t best�aende avK=B(t) obligationeroh en utf�ardad s�aljoption av amerikansk typ med l�osenpris K oh slutdagT: Om s�aljoptionen aldrig l�oses in blirVB(T ) = (K=B(t))B(T ) � 0:Om s�aljoptionen blir inl�ost vid tiden t0 2 ℄t; T ℄ oh X reglerar skulden medett l�an s�a g�aller attVB(T ) = (K=B(t))B(T )� (K � S(t0))er(T�t0)= K(er(T�t) � er(T�t0)) + S(t0)er(T�t0) � 0:Den starka dominansprinipen medf�or nu att VA(t) � 0 oh det f�oljer attK � P (t; S(t); K;T ) � 0 eller K � P (t; S(t); K;T ): Alternativt kan X videventuell inl�osen av den amerikanska s�aljoptionen s�alja en del av sina obliga-tioner till beloppet K oh sedan k�opa aktien till priset K: Den nya portf�oljenhar ett ike-negativt v�arde vid tiden T:10



Den starka dominansprinipen ger attC(t; S(t); K;T )� P (t; S(t); K;T ) � S(t)�K(visa detta som �ovning). Observera attC(t; S(t); K;T )� P (t; S(t); K;T ) � S(t)�Ke�r(T�t):Med hj�alp av olika dominan spriniper kan vi s�atta gr�anser f�or option-spriser men i regel ej n�a fram till exakta teoretiska priser. F�or detta beh�ovshelt enkelt en mer preis uppfattning av aktiers prisdynamik. Detta �ar ettsv�art men fasinerande problem, som vi skall �aterkomma till senare i dennaframst�allning.�OvningarI nedanst�aende �ovningar i detta kapitel f�oruts�atts att marknaden erbjuderen aktie, en obligation oh olika typer av aktiederivat. Vi antager dessutomatt dominansprinipen g�aller. Aktiens pris vid tiden t beteknas med S(t)oh obligationens pris vid tiden t �ar lika med B(t) = B(0)ert: Om t � T s�a�ar � = T � t:1. Visa att T0 � T1 ) (t; S(t); K;T0) � (t; S(t); K;T1):2. Visa att K0 � K1 ) (t; S(t); K0) � (t; S(t); K1)oh dra slutsatsen att 0 � ��K (t; S(t); K)om derivatan i h�oger led existerar.3. Visa att (t; S(t); K) � S(t)oh limT!1 (t; S(t); K;T ) = S(t):11



4. Visa attK0 � K1 ) (t; S(t); K0) � (t; S(t); K1)� e�r� (K0 �K1):Visa d�arefter att ��K (t; S(t); K) � �e�r�om derivatan i v�anster led existerar.5. Visa att limS(t)!0 (t; S(t); K) = 0:6. Visa att 2p(t; S(t); K0 +K12 ) � p(t; S(t); K0) + p(t; S(t); K1):7. Visa att P (t; S(t); K) � max(0; K � S(t)):8. En aktie har priset S(t) vid tiden t: Antag t0 < T oh betrakta ettderivat av europeisk typ med slutdagen T som utbetalar beloppet S(t0)vid tiden T: Visa att derivatets v�arde vid tiden t < t0 �ar lika medS(t)e�r(T�t0). Vilket v�arde har derivatet vid tiden t 2 [t0; T ℄?9. L�at t0 < T oh n 2 N+: S�att h = 1n(T � t0) oh ti = t0 + ih; i =1; :::; n: Antag vidare att K > 0 oh betrakta tv�a europeiska derivat avmedelv�ardestyp med utbetalningarnaX = max(0; 1n + 1 nXi=0 S(ti)�K)oh Xp = max(0; K � 1n+ 1 nXi=0 S(ti))vid tidpunkten T: Antag att dessa derivat har v�ardena v(t) resp vp(t)vid tiden t: Visa att om t 2 [tm�1; tm[ s�a g�allere�r�n+ 1 m�1Xi=0 S(ti) + 1� e�r(n�m+1)h1� e�rh S(t)n + 1 � v(t) =12



Ke�r� � vp(t):F�ors�ok att �nna ett liknande samband f�or t < t0:10. Funktionen f : ℄a; b[ ! R �ar konvex oh deriverbar. a) Visa att f 0 �arv�axande oh dra slutsatsen attf(x) � f(x0) + f 0(x0)(x� x0)f�or alla x0; x 2 ℄a; b[ : b) L�at X vara en stokastisk variabel med v�ardeni ℄a; b[ : Visa Jensens olikhetf(E [X℄) � E [f(X)℄ :

13


