2. Binomialmodellen

I forra kapitlet studerades aktiepriser i kontinuerlig tid. Vi skall i detta
avsnitt behandla den sa kallade binomialmodellen som ger en modell for
en kapitalmarknad i diskret tid. Modellen presenterades av Cox, Ross och
Rubinstein [C RR] och Rendleman och Bartter [RB] ar 1979 och har vid
lampliga val av de ingaende parametrarna stor praktisk tillampning. Tyvéarr
finns inget omedelbart satt att illustrera detta utan modellens tillampbarhet
kommer att vaxa fram efterhand.

Betrakta en matematisk modell for en kapitalmarknad bestaende av en
aktie med priset S(t) vid tiden ¢ och en obligation med priset B(t) vid tiden
t. Héar ar B(0) och S(0) positiva konstanter. Vi antager att tidsvariabeln ¢
endast kan antaga tva virden, ndmligen 0 eller 1 och later

dar konstanten r > 0 och
S(1) = S(0)e*

diar X ar en reellviard 2-punktsfordelad stokastisk variabel. Det finns alltsa
u,d € R, som uppfyller u > d, sa att sannolikheterna

pu = P[X =4
och
pa=P[X =d
uppfyller
Putpa=1,
och
Py > 0, pg > 0.

For enkelhets skull antas ocksa att handelsen

X ¢ {u,d}]

aldrig intréffar. Hindelsen [X = u] kan uppfattas som att den bakomliggande
ekonomin gar upp och héndelsen [X = d| att motsvarande ekonomi gar ned.
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Den ovan beskrivna modellen kallas binomialmodellen for en aktie och en
obligation med ett tidssteg (eller en period). I stéiller for att arbeta med vari-
ablerna r och X kan man arbeta med variablerna r; och X eller variablerna
T9 och XQ dar

e=1+r=r

och
eX=14+X, = X,.

Vi har valt variabler som mest liknar standardvariabler i kontinuerlig tid.

Om X : Q — R ér en funktion betyder olikheten X > 0 att X (w) > 0 for
alla w € Q och relationen X # 0 att X (w) # 0 for nagot w € . Begreppet
arbitrage for binomialmodellen med ett tidssteg kan nu definieras pa féljande
satt. Vélj en godtycklig portfolj h = (hg, hg) bestaende av hg aktier och hp
obligationer. Dess varde vid tiden ¢ ges av

Vi(t) = hsS(t) + hpB(t).
Ett arbitrage sidgs uppsta om portfoljen kan viljas sa att
Vi(0) =0, P[Vi(1) > 0] =1o0ch E[V,(1)] >0

eller ekvivalent
Vh(O) = 0, Vh(l) Z 0 och Vh(l) 7& 0.

Utskrivet mer explicit innebar detta att
hsS(0)+ hpB(0) =0

och
{.hsS(0)e" + hgB(0)e" > 0hsS(0)e” + hpB(0)e" > 0

dar strikt olikhet intraffar i nagon av de tva olikheterna.

Sats 1. FEtt nodvandigt och tillrackligt villkor for att ett arbitrage skall kunna
uppsta i binomialmodellen med ett tidssteg dr att

r ¢ |d,ul.
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Bevis. Antag vi har ett arbitrage sa att
hsS(0) + hpB(0) =0
och
{.hsS(0)e" + hgB(0)e" > 0hgS(0)e? + hgB(0)e" > 0

dar strikt olikhet intraffar i nagon av de tva olikheterna. Eftersom
hgB(0) = —hgS(0)

foljer att
{.hsS(0)(e" —€") > 0hgS(0)(e” —€") >0

dar strikt olikhet intraffar i nagon av de tva olikheterna. Speciellt maste
hs # 0. Om hg > 0 foljer att

{ie" —e" >0e’ e >0.

Alltsa géller att » < d och dirmed r ¢ |d,u[. Fallet hg < 0 behandlas pa
liknande satt.

Antag nu omvént att r ¢ |d,u[. Vi betraktar forst fallet » < d. Vilj
hsg =1 och hg < 0 sa att

S(0) = (—hy)B(0).

Harav foljer att
hsS(0) + hpB(0) =0

och
{.hsS(0)e" + hgB(0)e" > 0hsS(0)e + hpB(0)e" > 0

varfor vi har fatt ett arbitrage. Fallet » > u behandlas analogt.

I den foljande diskussionen forutsatts att w > r > d sa att modellen
saknar arbitrage.

Antag att var enkla kapitalmarknad utvidgas pa sa satt att vi tillfor ett
aktiederivat av europeisk typ som utbetalar beloppet Y vid tiden ¢t = 1. Vi
antar att Y dr en stokastisk variabel som ér kiind da S(1) dr kiind och ansétter
darfor Y = ¢(S(1)), dar g : {e*,e?} — R éir en deterministisk funktion.
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Genom att definiera f(x) = g(S(0)e”), x € {u,d}, fljer att Y = f(X).
Vilket teoretiskt varde skall detta derivat tilldelas vid tiden ¢ = 07 For
att besvara denna fraga betraktar vi en portflj h = (hg,hp) bestaende
av hg aktier och hp obligationer. Om vi kan bestdimma hg och hp sa att
Vi(1) = f(X) sa definieras derivatets teoretiska véirde vid tiden ¢ = 0 som
Vi(0). Observera att V,(0) i sa fall blir entydigt bestdmt eftersom var modell
saknar arbitrage.

Vi underséker nu nirmare ekvationen Vj,(1) = f(X). Om aktien gar upp
vid tiden ¢ =1 blir

hsS(0)e" + hpB(0)e" = f(u)
och om aktien gar ned vid tiden ¢ = 1 sa blir
hsS(0)e + hpB(0)e" = f(d).

En kalkyl medfor nu att

heS(0) = ”7:3 - fd(@
och . .
() o e = )

et — el
Storheterna hg och hg blir som synes entydigt bestimda och

V3 (0) = hsS(0) + hpB(0)

= ¢ " [quf (1) + qaf (d)]

dar

e’ — e
qu = ol _ od
och
el — e
qa = ot _od

Notera att ¢, > 0, g4 > 0 och g,+ g4 = 1. Vi kallar alltsa V},(0) for derivatets
teoretiska pris eller teoretiska varde vid tiden 0 och detta pris betecknas
med TIy(0). Ibland talar man ocksa om derivatets arbitragefria pris. I
fortsdttningen siger vi ofta pris (vérde) istéillet for teoretiskt pris (teoretiskt
véirde) da missforstand inte kan intraffa.
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Observera att att IIy(0) = S(0) om Y = S(1) = S(0)e* eftersom mod-
ellen ar arbitragefri. Algebraiskt innebar detta att

S(0) = e "(q.e"S(0) + qdedS(O))
dvs
que" + qae” = €"

vilket ocksa ar latt att direkt verifiera.

Exempel 1. Betrakta binomialmodellen med ett tidssteg for en aktie och
en obligation, dar parametrarna uppfyller v > r > d och v > 0 > d. Ett
aktiederivat av europeisk typ utbetalar beloppet

S(0) + S(1)
2

vid tiden ¢ = 1. Vi vill bestimma derivatets varde vid tiden ¢ = 0. Med
beteckningen S(0) = s foljer att

Y = max(0, - 5(0))

S(1) = se™
och
Y = max(0, 5(S(1) — S(0)) = s max(0. 3 (¥ ~ 1)) = f(X)
varfor
Flu) = 2" —1)
och
f(d)=0
Alltsa ar 5
I1y-(0) = efrqui(e“ —1)
se”’ u e — e S u 1 — e
- (6 _l)eu_ed_i(e _1)611,_6(1'

Vi ar nu beredda att definiera den sa kallade binomialmodellen for en
aktie och en obligation med T tidssteg (eller T perioder). Betrakta darfor
en kapitalmarknad bestaende av en aktie med priset S(¢) vid tiden ¢ och
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en obligation med priset B(t) vid tiden ¢, dir S(0) och B(0) dr positiva
konstanter. Tidsvariabeln ¢ antar vardena 0,1,2,...,T. Vidare galler att

B(t+1) = B(t)e"
dar konstanten » > 0 och
S(t+1) = S(t)ex(t“)

dir X(t + 1) = X1 dr en 2-punktsfordelad stokastisk variabel for ¢ =
0,...,7—1. Dessutom forutsitts att det gar att vélja u,d € R, som uppfyller
u > d, sa att sannolikheterna

och

ar oberoende av t och uppfyller

e ]-7

och
Pu >0, pg > 0.

For enkelhets skull antages ocksa att hidndelsen

(X ¢ {u, d}]

aldrig intraffar for godtyckligt ¢ = 1,...,T. Utover alla dessa forutsattningar
antages slutligen att sekvensen (X})7_, bestar av stokastiskt oberoende stokastiska
variabler. Denna modell kallas for binomialmodellen for en aktie och en
obligation med T tidssteg. Héandelsen [X; = u] kan uppfattas som att den
bakomliggande ekonomin gar upp och héndelsen [X; = d]| att ekonomin gar
ned i tidssteget fran t — 1 till ¢.

Satt X = (X4, ..., Xp). For varje enskilt slumpvis utfall w € Q ar saledes
X (w) ett element i méngden

{u,d}" ={i; i = (iy,...,ir) och iy =wellerd for t =1,..., T} .
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Denna méngd har 27" element. Virdeméngden for X kan representeras med
en matris av typ 27 x T som vi betecknar med R%?. Vi riknar upp elementen
i denna matris pa foljande satt

v ()

U u
wd | u o d
By = d u
d d
uou U
v ou d
u d u
Rud — u d d
‘ d u u
d u d
d d u
d d d
0SV.
Eftersom de stokastiska variablerna X, ..., X7 ar stokastiskt oberoende
galler att

P [Xl = il; ---;XT = ’LT] = pi1 T

LT

om iy, ..., i = u eller d. For en godtycklig funktion f : {u, d}T — R sa foljer
nu att

EIf (X1, Xp)] = > fli,in) P[Xy =i, o, X = iy

il,...,iT:u eller d

dvs

E[f(Xl,,XT)] = Z f(ila---;iT)ph p7T

i1 ,...,iT:u eller d

Nedan moter vi ofta en summa av typen

Z flivs oo i)y - oo Qi

il,...,iT:u eller d
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dar ¢, och g, ar som ovan och vi finner det praktiskt att beteckna denna
summa med E? [f(X,..., X7)]. Alltsa giller att

EOf(Xr s Xr)l = ) flineein) i, o G

ityeir=u eller d
Efter denna formalism atervander vi till aktien ovan. Eftersom
S(t) = S(0)er Tt
ar S(t) en deterministisk funktion av X7, ..., X; och vi skriver ibland
S(t) = S(t; X1, ..., X3).

En sekvens h = (hg(t), hg(t))_, kallas en portfoljstrategi (eller endast
strategi) om h(0) = h(1) och det for var varje t = 1,...,T géller att h(t) ar
en deterministisk funktion av Xy, ..., X;_;. Ibland skriver vi darfor

hs(f) = hs(f X], ...,Xt,])

och
hB(f) — h,B(t;X], ...,Xt,1).

Motsvarande virdeprocess Vj, = (V},(t))I_, definieras av att
Vi(t) = hs(t)S(t) + h(t)B(t), t=0,1,..,T.

Med vara konventioner gors valet av hg(t) aktier och hp(t) obligationer vid
tiden t — 1 for t = 1,..., T. Portfoljvardet V}(¢) ar en deterministisk funktion
av Xy, ..., X; varfor vi ibland skriver

Vi(t) = Vi(t; Xy, ..., Xy)

fort=0,..,T.
Om en strategi h = (hgs(t), hg(t))L_, uppfyller

Vi(t) = hs(t+1)S(t) + hg(t+1)B(t), t =0,1,....,T — 1

sdgs strategin vara vara sjalvfinansierande.
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Sats 2. Antag u > r >d. Om h = (hs(t),hg(t))l_, dr en sjilvfinansierande
strategi sa galler att

Vh(O) = 677‘71 Z ququVh(T 7:], ey 7T)

i1,..ip=u eller d

dvs
Vh(O) = e*TTEQ [Vh(T: Xla ) XT)]

eller
Vi(0) = e " EQ [V, (T)].

Bevis. Vi vet att
Vi(T) = hg(T)S(T) + hg(T)B(T)
dvs Vi(T'; X1, ..., Xp) ar lika med
hs(T; X1, .o, Xp 1)S(T—1: X1, ..., Xp 1))eX"+hg(T; X1, ..., Xp 1) B(T—1)e".

Eftersom strategin ér sjalvfinansierande géller att Vi, (T — 1; X4, ..., Xp_4) &r
lika med

h'S(T, X], ceey XT,])S(T - 1, X], ceey XT,]) + h'B(T, X], veey XT,]>B(T - 1)
Fran binomialmodellen med ett tidssteg vet vi att storheterna
hs(T; X1, ..y X11)

och
hB(T, Xla "'aXTfl)

ar entydigt bestamda och att

Vh(T—l;Xl,...,XTfl) :efr Z QiT‘/;?,(T;XI;---;XTfI;Z’T)-

ir=u eller d

Resultatet foljer nu genom induktion.

En sjalvfinansierande strategi h = (hg(t), hp(t))L, sags ge ett arbitrage
om
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Vh(O) = 0, Vh(T) >0 och F [Vh(T)] >0

eller ekvivalent

Vi(0) = 0, V4(T) > 0 och V4(T) # 0.

Sats 3. FEtt nodvindigt och tillrackligt villkor for att ett arbitrage skall kunna
uppsta i binomialmodellen med T tidssteq ar att

r ¢ |d,ul.

Bevis. Antag forst att r ¢ |d, u[. Enligt sats 1 finns ett arbitrage i tidssteget
fran 0 till 1. Vid tiden 1 placeras motsvarande portféljvirde i obligationer.
Vi far hiarmed ett arbitrage for binomialmodellen med T tidssteg.

Antag nu att r € |d, u[ och betrakta en sjalvfinansierande strategi h =
(hs(t), hp(t))L, sadan att V},(0) = 0. Sats 2 ger dérfor att

0= e*TT Z q“quVh(Ta 7:], ceey 7T)

il,...,iT:u eller d

Kom ihag att ¢, > 0 och gz > 0. Alltsa kan det inte gélla att V;,(7) > 0 och
Vi(T) # 0. Detta bevisar sats 3.

Ett finansiellt derivat av europeisk typ som som utbetalar beloppet g(S(7'))
vid tiden T sdgs vara ett enkelt derivat av europeisk typ. Det finns dock mer
komplicerade aktiederivat dar utbetalningen beror av aktiepriserna

Exempelvis ar ett kontrakt som ger innehavaren ratten att vid tiden 7" kopa
aktien till den ldgsta aktiekursen under tidsperioden {0,1,...,T} likvérdigt
med ett finansiellt derivat av europeisk typ som utbetalar beloppet

S(T)— min S(t)

te{0,1,...,T}

vid tiden T' ("lookback option”). Ett finansiellt derivat i aktien som utbetalar
beloppet Y vid tiden T, dar Y &r en deterministisk funktion av Xy, ..., X7,
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kallas for ett betingat kontrakt av europeisk typ med slutdagen 7. Har
giller alltsa att Y = f(X1,..., Xr) for en lamplig funktion f : {u,d}" — R.
Vi forutsatter att modellen saknar arbitrage dvs att « > r > d och skall
definiera ett sadant derivats teoretiska virde V'(¢) vid tiden ¢ < T . Har skall
naturligtvis V' (¢) bestimmas som en funktion av X7, ..., X;.

Vi borjar med att definiera V/(T') = f(Xy,..., X7). Antag att vi befinner
oss vid tiden ¢ < T och att V(j) redan definierats som en deterministisk
funktion av Xy,..., X; for j =T, ...t + 1. For att bestimma V'(¢) bildas vid
tiden ¢ en portfdlj bestaende av hg(t + 1) aktier och hg(t 4+ 1) obligationer.
Dessa kvantiteter skall endast bero pa X1, ..., X; och ej pa framtida utfall for
Xii1, ..., Xp. Portfoljvardet vid tiden ¢ ges av hg(t + 1)S(t) + hg(t + 1) B(t)
och fran det foregaende vet vi att det finns entydigt (hg(t+ 1), hp(t+ 1)) sa
att

hs(t+1)S(t+ 1)+ hg(t+1)B(t+1)=V(t +1).

Vi definierar dérfor V(t) = hg(t + 1)S(t) + hg(t + 1) B(t) och skriver
Vu(t + 1) = V(t + 1)‘Xt+1:71‘

och
VAt +1) = V(t+1)x, 400
Fran vart inledande studium av binomialmodellen i ett tidssteg foljer att

VRt +1) - VAt + 1)

euied

hs(t+1)S(t)

och
VAt +1) — eV (t+ 1
ha(t+ 1)B(t) = oV D Z VD)

et — €d
Med standardbeteckningarna
e’ — e
Qu = et — ed
och
e —e"
4a = el — ed

sa erhalls darfor formeln
V(t)=e " [qV*(t+1)+qV(+1)].
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Det &r uppenbart att V' (t), hg(t + 1) och hg(t + 1) genom ovanstaende def-
initioner endast beror av X, ..., X;. Med hjilp av induktion kan vi till sist
definiera V'(0). I fortsdttningen skrivs ofta V(¢) = Iy (¢). Om vi definierar
h(0) = (hs(0),hp(0)) = h(1) sa ger konstruktionen en sjélvfinansierande
strategi h = (hg(t), hp(t))/_, sadan att

Vi(T) = Y.

Vi sager att den sjalvfinansierande strategin h replikerar Y. Eftersom varje
betingat kontrakt av europeisk typ kan replikeras pa detta séitt kallas mod-
ellen komplett eller fullstandig.

Exempel 2. Betrakta binomialmodellen for en aktie och en obligation,
dér parametrarna uppfyller v > r > 0, d = —u och t € {0,1,2}. Ett
aktiederivat av europeisk typ med slutdagen 2 utbetalar denna dag beloppet
max(S(0), S(1),S(2)). Vi skall bestdmma derivatets virde vid tiden 0. Lat
dérfor S(0) = s och kom ihag att

S(t+1) = S(t)eX, t=0,1.
Om V(t) betecknar derivatets varde vid tiden ¢ blir

V(2)|x,u, Xs—u = max(s, se”, se"t") = se*"

V(2)x)2u,x,—d = max(s, se*, se" ) = se"
V(2)|x,=d,x,=u = max(s, sed, sedtt) = s
V(2)x,2d,x,—¢ = max(s, se?, sett?) = s

och det foljer att

V(1) 1x=u = €7 (quse™ + gase”)
V(l)\Xlzd :e*T(quS_i_qu) —e g .

Alltsa ar
V(0) =e " {que " (quse™ + quse") + qae s}
— 86721" {qie%t 4 Qqueu 4 qd}

dar, som vanligt,

eried

Qu = :1—(](1-

euied
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Betrakta aterigen ett derivat av europeisk typ som utbetalar beloppet
Y = f(Xy,..., Xp) vid tiden T och vélj en sjélvfinansierande strategi sadan
att V,,(T) =Y. Sats 2 visar att derivatets virde vid tiden 0 ges av ekvationen

Hy(O) = efrT Z qiy * - Qin(ila ceey ’LT)

il,...,iT:u eller d

Vid berakning av denna summa kan foljande metod anvandas. Satt

RITU = (ajk)1§j§2T,1§k§T .
Lat r; vara rad j for matrisen R}", lat
b, = (u—d)r; + [d...d]

och lat n; vara antalet u i vektorn b; dvs

T
nj = E :a‘jk
k=1

for j =1,...,27. Da ar

— TTZq T”?f )

Serien i hoger led innehaller 27 termer och dr dirfor mycket tidskrivande i
samband med berakning om T ar stort. I det viktiga specialfallet da Y ar
en deterministisk funktion av S(7') kan berdkningen goras mycket snabbare.
For att se detta antag att

Y =g(S(T)) = g(S(0) exp(Xy + ... + X7p)).

Vi kan valja ut k£ element ur 7' element pa

(+)

olika sdtt om vi inte bryr oss om ordningen. Alltsa blir

- *”Z (} ) dbal tatsoperesron,
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Det &r i detta fall latt att se att derivatets pris Iy (¢) vid tiden ¢ &r en
deterministisk funktion av S(#).

Vid praktisk kalkyl ar det ofta fordelaktigt att ga fram rekursivt. Vi
skriver darfor Iy (t) = v(¢, S(¢)) och har

(T, S(0)er "+ T=Rdy — g(S(0)ekr+ TRy | —0, .. T
Vidare galler for t =T — 1,...,1,0 att
7)(t, S(O)ekqu(tfk)d)

— efr(quv(t + 1, S(O)e(k+1)u+(tfk)d) + q(ﬂ)(t +1, S(O)ekqt+(t+17k)d))

for k =0, ...,t. Det géller att 1y (0) = v(0, S(0)).
Lat nu k € {0, ..., T} vara fixt. Vi definierar

_J1om S(T)=k
ADk_{OomS(T)yék

och far att

. T _
I, (0) = ¢ T( ! >q;;qg 3

Priserna I 4p, (0), £ = 0,1, ..., T, kallas Arrow-Debreus priser. Om vi har ett
enkelt derivat med utbetalningen Y = ¢(S(1)) vid tiden T foljer nu att

Iy (0) = Z A, (0)g(S(0)er+ T8

(jmfr begreppet Greenfunktion i matematisk fysik).
Vi betraktar avslutningsvis derivat av amerikansk typ och forutsatter
aven har att u > r > d.
Antag att Y; ar en deterministisk funktion av Xy, ..., X, fort =0,1,...,T.
Vi antager alltsa att
Y, = ft(Xla ---;Xt)

dar

fi {u,d} - R

for t = 0,1,...,T. Har uppfattas Yy som en kand storhet. Ett derivat av
amerikansk typ ger kontraktsinnehavaren rattigheten att losa in kontrak-
tet vid en godtycklig tidpunkt ¢t € {0,1,...,T} och det utbetalar i samma
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ogonblick beloppet Y; varefter kontraktet upphor att galla. Vi skall definiera
kontraktets teoretiska virde V(t) vid en godtycklig tidpunkt ¢ € {0,1,...,T}
forutsatt att kontraktet inte 16sts in tidigare. Forst definieras V(7)) = Y.
Om kontraktsinnehavaren bestammer att ej 16sa in kontraktet vid tiden 7"—1
har det samma varde som motsvarande europeiska kontrakt dvs det har
vardet

e " (quV*"(T) + qaV*(T))

vid tiden T — 1. Om kontraktsinnehavaren beslutar losa in kontraktet vid
tiden 7' — 1 har det vardet Y7_;vid tiden T — 1. Vi definierar darfor

V(T — 1) = max(Yr_1,e " (q,VT) + q.V4T)))
och allméant
V(t) = max(Yy, e (VU (t+ 1) + gVt + 1))).

[ fortsdttningen skrivs ofta Iy () = V(¢).

Det dr naturligtvis aterigen tidskrédvande att berdkna V' (0) om T &r stort.
Om vi studerar det viktiga specialfall dar varje Y; ar en deterministisk funk-
tion av S(t) dvs

Vi = a:(S())

sa blir berdkningen avsevért enklare. I detta fall inses att V'(¢) for fixt ¢ ar
en funktion av S(t). Vi skriver darfor V(t) = v(t, S(¢)) och har

o(T, S(0)ekr+ =Ry — g (S(0)er+HT=Rdy | =0 T
Vidare galler for ¢t =T — 1,..., 1,0 att storheten
v(t, S(0)ekutt=kd)
ar lika med
max(g;(S(0)eF R o= (g o (t+1, S(0)ekHDuHER) Lo (141, S(0)ehut 1 =Rd))

for k =0, ...,t. Det sokta optionsvérdet ges alltsa av v(0, S(0)).
Rantemarknaden kan ocksa beskrivas med olika tidsdiskreta modeller

snarlika binomialmodellen. Av utrymmesskil kan vi inte ga in pa dessa

teorier hir utan hinvisar den intresserade ldsaren till Jarrows bok [J1].

Ovningar
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1. Betrakta binomialmodellen med ett tidssteg dar u > r > d och r > 0.
Ett derivat av europeisk typ har utbetalningsfunktionen

g(s) = max(0,s — K)

dar
S(0)e” < K < S(0)e".
Antag
hsS(1) + hgB(1) = g(S(1)).
Visa att

hs > 0 och hg < 0.

2. (A-hedging) Betrakta binomialmodellen med ett tidssteg dér u > r > d
och r > 0. Priset for ett europeiskt derivat med utbetalningen YV =
f(X) vid tiden 1 kan motiveras pa foljande sitt. Valj en portfolj D
bestaende av ett derivat och —A aktier, dir A viljs sa att Vp(1) blir
forutsdgbar vid tiden 0. a) Visa att

N S0 f()
S{0) e — ety
b) Visa att arbitragefrihet och fullstdndighet medfor att
VD(l) = VD(O)GT

och dra slutsatsen att derivatets viarde vid tiden 0 maste ges av ut-
trycket
e "(quf(u) + qaf (d))

dar .
e —e

3. Antag att X ar en 2-punktsfordelad stokastisk variabel sadan att
P X=-1=P[X=1=-.

Bestam de A € R for vilka olikheten
E [(a+ AbX)'] < (E [(a+bX)?])

galler for alla a, b € R.
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4. Lat « € [0,1] och antag P[X = 1] = 2z och P[X =0] =1 — z. Antag
Xq, ..., X, ar stokastiskt oberoende observationer pa X. Visa att

B 1G] = S e - o

for varje funktion f definierad pa intervallet [0, 1].

5. Betrakta binomialmodellen med £ = 0,1,2 och w > r > d och r > 0.
Ett derivat av europeisk typ utbetalar beloppet

W=

Y = max(0, (S(0)S(1)S(2))s — K)
vid tiden ¢ = 2. Antag

S(0)et < K < S(0)es"+id,
Visa att derivatets varde vid tiden ¢t = 0 ar lika med

e [S(0)g2e" + S(0)quaaler” 3% + €35 %) — g, (1 4 g0 K

dar
e’ — et

qUZI_QdZe"—ed'

6. Betrakta binomialmodellen och antag w > r > d, r > 0 och T'= 2. En
europeisk medelvardesoption av europeisk typ utbetalar beloppet

1
mm<@§wmthn+sm»K>

vid tiden 2, dar K ar ett givet positivt tal som uppfyller

SéO) (1—|—€d+€2d) < K < SE.—))O) (1+€d+€u+d).

Bestam derivatets varde vid tiden 0.

7. Skriv ett program i MATLAB som genererar matrisen Ri9.
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8.

10.

11.

Ett betingat kontrakt av europeisk typ utbetalar
Y=5(T)—- min_ S(t)

te{oz] 1111 T}

vid tiden T'. Berdkna optionens véirde vid tiden 0 da
a)u=—-d=0.1,r=0.05 och T =2
b) u=—-d=0.1,r=0.050ch T = 8.

Betrakta binomialmodellen for en aktie och en obligation, dar parame-
trarna uppfyller v > r > 0 > d och t € {0,1,...,n}. Aktiens pris
vid tiden ¢ betecknas med S(t). Ett aktiederivat av europeisk typ
med slutdagen n utbetalar denna dag beloppet Y, dir Y = S(n) om
S(0) < S(1) <...< S(n) och Y = S(0) i annat fall. Bestdm derivatets

véarde vid tiden 0. (Svar: e ™ {1 + (er’ed>n (em — 1)} S(0))

et —ed

(Binomialmodellen) Lat h = (hg(t), hg(t))!=t vara portfoljstrategi.

Séatt G(0) = 0 och
G(t) = hs(1)(S(1) = 5(0)) + ...+ hs(t)(S(t) — S(t — 1)
+hg(1)(B(1) — B(0)) 4+ ... + hg(t)(B(t) — B(t — 1))
for t =1,...,T. Visa att h ar sjalvfinansierande om och endast om

Vi(t) = Vh(0) + G(t), t =0,...,T.

Betrakta binomialmodellen med ett tidssteg och en portfdlj h = (hg, hg)
bestaende av hg aktier och hg obligationer. Dess virde vid tiden t ges
av

Vi(t) = hsS(t) + hpB(t).

Vi sager att ett sikert arbitrage uppstar om portfoljen kan valjas sa
att
Vi (0) = 0 och V(1) > 0.

Visa att ett nodvandigt och tillrdckligt villkor for att ett sikert arbi-
trage skall kunna uppsta ar att

r ¢ [d,ul.
(Om =z = (z1,...,x,) € R™ betyder olikheten =z > 0 att z;, > 0 for
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12.

13.

Betrakta binomialmodellen med T tidssteg. En sjalvfinansierande strategi
h = (hs(t), hp(t)), sags ge ett sikert arbitrage om

Vh(O) =0 och Vh(T) > 0.

Visa att ett nodvandigt och tillrdckligt villkor for att ett sikert arbi-
trage skall kunna uppsta ar att

r ¢ [d,ul.

Antag (X,,)2%, ar en iid. sadan att P[X, =1 = P[X,=-1] =1

och siatt Zy =0och Z, = X;+....+ X,,, n € N,. Lat A, —B € N vara
heltal sadana att A+ B > 2 och lat 7 vara det minsta talet i mangden
{m e N; Z,, € {A, —B}} om denna méngd ar icke-tom. I annat fall
satts 7 = oc.

a) Fixera k € N och lat Ay vara hindelsen
X, =1forallane{k(A+B),....(k+1)(A+ B) — 1}].
Berékna P [Ay]. Visa ocksa att

n—1
[T >n(A+ B)| C ﬂ [Aj, intraffar ej] om n > 1.
k=0
b) Visa att
Plr <o) =1
c¢) Visa att F [r] = AB. Ledning: Skriv 7 = 7(A, —B) och

Utnyttja att g(A) = g(—B) = 0 och

1 1
g(k) =1+ g9k~ 1)+ 59(k+1), - B<k<A

d) Lat o vara det minsta talet i méngden {m € N; Z,, = 1} om denna
mangd ar icke-tom. I annat fall satts o = oco. Visa att

E o] = .
e) Visaatt P [Z;a,_p) = A] = G5 och dra slutsatsen att P[0 < oo] =
1. Ledning: Satt f(k) =P [ZT(Afk,fok) =A-— I{J] s —B S k S A, och
resonera som i c).
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