
2. BinomialmodellenI f�orra kapitlet studerades aktiepriser i kontinuerlig tid. Vi skall i dettaavsnitt behandla den s�a kallade binomialmodellen som ger en modell f�oren kapitalmarknad i diskret tid. Modellen presenterades av Cox, Ross ohRubinstein [CRR℄ oh Rendleman oh Bartter [RB℄ �ar 1979 oh har vidl�ampliga val av de ing�aende parametrarna stor praktisk till�ampning. Tyv�arr�nns inget omedelbart s�att att illustrera detta utan modellens till�ampbarhetkommer att v�axa fram efterhand.Betrakta en matematisk modell f�or en kapitalmarknad best�aende av enaktie med priset S(t) vid tiden t oh en obligation med priset B(t) vid tident. H�ar �ar B(0) oh S(0) positiva konstanter. Vi antager att tidsvariabeln tendast kan antaga tv�a v�arden, n�amligen 0 eller 1 oh l�aterB(1) = B(0)erd�ar konstanten r > 0 oh S(1) = S(0)eXd�ar X �ar en reellv�ard 2-punktsf�ordelad stokastisk variabel. Det �nns allts�au; d 2 R, som uppfyller u > d; s�a att sannolikheternapu = P [X = u℄oh pd = P [X = d℄uppfyller pu + pd = 1;oh pu > 0, pd > 0:F�or enkelhets skull antas oks�a att h�andelsen[X =2 fu; dg℄aldrig intr�a�ar. H�andelsen [X = u℄ kan uppfattas som att den bakomliggandeekonomin g�ar upp oh h�andelsen [X = d℄ att motsvarande ekonomi g�ar ned.13



Den ovan beskrivna modellen kallas binomialmodellen f�or en aktie oh enobligation med ett tidssteg (eller en period). I st�aller f�or att arbeta med vari-ablerna r oh X kan man arbeta med variablerna r1 oh X1 eller variablernar2 oh X2 d�ar er = 1 + r1 = r2oh eX = 1 +X1 = X2:Vi har valt variabler som mest liknar standardvariabler i kontinuerlig tid.Om X : 
! R �ar en funktion betyder olikheten X � 0 att X(!) � 0 f�oralla ! 2 
 oh relationen X 6= 0 att X(!) 6= 0 f�or n�agot ! 2 
: Begreppetarbitrage f�or binomialmodellen med ett tidssteg kan nu de�nieras p�a f�oljandes�att. V�alj en godtyklig portf�olj h = (hS; hB) best�aende av hS aktier oh hBobligationer. Dess v�arde vid tiden t ges avVh(t) = hSS(t) + hBB(t):Ett arbitrage s�ags uppst�a om portf�oljen kan v�aljas s�a attVh(0) = 0; P [Vh(1) � 0 ℄ = 1 oh E [Vh(1)℄ > 0eller ekvivalent Vh(0) = 0; Vh(1) � 0 oh Vh(1) 6= 0:Utskrivet mer expliit inneb�ar detta atthSS(0) + hBB(0) = 0oh f:hSS(0)eu + hBB(0)er � 0hSS(0)ed + hBB(0)er � 0d�ar strikt olikhet intr�a�ar i n�agon av de tv�a olikheterna.Sats 1. Ett n�odv�andigt oh tillr�akligt villkor f�or att ett arbitrage skall kunnauppst�a i binomialmodellen med ett tidssteg �ar attr =2 ℄d; u[ :14



Bevis. Antag vi har ett arbitrage s�a atthSS(0) + hBB(0) = 0oh f:hSS(0)eu + hBB(0)er � 0hSS(0)ed + hBB(0)er � 0d�ar strikt olikhet intr�a�ar i n�agon av de tv�a olikheterna. EftersomhBB(0) = �hSS(0)f�oljer att f:hSS(0)(eu � er) � 0hSS(0)(ed � er) � 0d�ar strikt olikhet intr�a�ar i n�agon av de tv�a olikheterna. Speiellt m�astehS 6= 0: Om hS > 0 f�oljer attf:eu � er � 0 ed � er � 0:Allts�a g�aller att r � d oh d�armed r =2 ℄d; u[ : Fallet hS < 0 behandlas p�aliknande s�att.Antag nu omv�ant att r =2 ℄d; u[ : Vi betraktar f�orst fallet r � d: V�aljhS = 1 oh hB < 0 s�a att S(0) = (�hB)B(0):H�arav f�oljer att hSS(0) + hBB(0) = 0oh f:hSS(0)eu + hBB(0)er > 0hSS(0)ed + hBB(0)er � 0varf�or vi har f�att ett arbitrage. Fallet r � u behandlas analogt.I den f�oljande diskussionen f�oruts�atts att u > r > d s�a att modellensaknar arbitrage.Antag att v�ar enkla kapitalmarknad utvidgas p�a s�a s�att att vi tillf�or ettaktiederivat av europeisk typ som utbetalar beloppet Y vid tiden t = 1. Viantar att Y �ar en stokastisk variabel som �ar k�and d�a S(1) �ar k�and oh ans�atterd�arf�or Y = g(S(1)); d�ar g : �eu; ed	 ! R �ar en deterministisk funktion.15



Genom att de�niera f(x) = g(S(0)ex), x 2 fu; dg, f�oljer att Y = f(X):Vilket teoretiskt v�arde skall detta derivat tilldelas vid tiden t = 0? F�oratt besvara denna fr�aga betraktar vi en portf�olj h = (hS; hB) best�aendeav hS aktier oh hB obligationer. Om vi kan best�amma hS oh hB s�a attVh(1) = f(X) s�a de�nieras derivatets teoretiska v�arde vid tiden t = 0 somVh(0). Observera att Vh(0) i s�a fall blir entydigt best�amt eftersom v�ar modellsaknar arbitrage.Vi unders�oker nu n�armare ekvationen Vh(1) = f(X): Om aktien g�ar uppvid tiden t = 1 blir hSS(0)eu + hBB(0)er = f(u)oh om aktien g�ar ned vid tiden t = 1 s�a blirhSS(0)ed + hBB(0)er = f(d):En kalkyl medf�or nu att hSS(0) = f(u)� f(d)eu � edoh hBB(0) = e�r euf(d)� edf(u)eu � ed :Storheterna hS oh hB blir som synes entydigt best�amda ohVh(0) = hSS(0) + hBB(0)= e�r [quf(u) + qdf(d)℄d�ar qu = er � edeu � edoh qd = eu � ereu � ed :Notera att qu > 0; qd > 0 oh qu+ qd = 1: Vi kallar allts�a Vh(0) f�or derivatetsteoretiska pris eller teoretiska v�arde vid tiden 0 oh detta pris beteknasmed �Y (0). Ibland talar man oks�a om derivatets arbitragefria pris. Iforts�attningen s�ager vi ofta pris (v�arde) ist�allet f�or teoretiskt pris (teoretisktv�arde) d�a missf�orst�and inte kan intr�a�a.16



Observera att att �Y (0) = S(0) om Y = S(1) = S(0)eX eftersom mod-ellen �ar arbitragefri. Algebraiskt inneb�ar detta attS(0) = e�r(queuS(0) + qdedS(0))dvs queu + qded = ervilket oks�a �ar l�att att direkt veri�era.Exempel 1. Betrakta binomialmodellen med ett tidssteg f�or en aktie ohen obligation, d�ar parametrarna uppfyller u > r > d oh u > 0 > d: Ettaktiederivat av europeisk typ utbetalar beloppetY = max(0; S(0) + S(1)2 � S(0))vid tiden t = 1: Vi vill best�amma derivatets v�arde vid tiden t = 0: Medbetekningen S(0) = s f�oljer attS(1) = seXoh Y = max(0; 12(S(1)� S(0)) = smax(0; 12(eX � 1)) = f(X)varf�or f(u) = s2(eu � 1)oh f(d) = 0:Allts�a �ar �Y (0) = e�rqu s2(eu � 1)= se�r2 (eu � 1)er � edeu � ed = s2(eu � 1)1� ed�reu � ed :Vi �ar nu beredda att de�niera den s�a kallade binomialmodellen f�or enaktie oh en obligation med T tidssteg (eller T perioder). Betrakta d�arf�oren kapitalmarknad best�aende av en aktie med priset S(t) vid tiden t oh17



en obligation med priset B(t) vid tiden t, d�ar S(0) oh B(0) �ar positivakonstanter. Tidsvariabeln t antar v�ardena 0; 1; 2; :::; T . Vidare g�aller attB(t+ 1) = B(t)erd�ar konstanten r > 0 oh S(t+ 1) = S(t)eX(t+1)d�ar X(t + 1) = Xt+1 �ar en 2-punktsf�ordelad stokastisk variabel f�or t =0; :::; T �1: Dessutom f�oruts�atts att det g�ar att v�alja u; d 2 R, som uppfylleru > d; s�a att sannolikheterna pu = P [Xt = u℄oh pd = P [Xt = d℄�ar oberoende av t oh uppfyller pu + pd = 1;oh pu > 0; pd > 0:F�or enkelhets skull antages oks�a att h�andelsen[Xt =2 fu; dg℄aldrig intr�a�ar f�or godtykligt t = 1; :::; T: Ut�over alla dessa f�oruts�attningarantages slutligen att sekvensen (Xk)Tk=1 best�ar av stokastiskt oberoende stokastiskavariabler. Denna modell kallas f�or binomialmodellen f�or en aktie oh enobligation med T tidssteg. H�andelsen [Xt = u℄ kan uppfattas som att denbakomliggande ekonomin g�ar upp oh h�andelsen [Xt = d℄ att ekonomin g�arned i tidssteget fr�an t� 1 till t:S�att X = (X1; :::; XT ): F�or varje enskilt slumpvis utfall ! 2 
 �ar s�aledesX(!) ett element i m�angdenfu; dgT = fi; i = (i1; :::; iT ) oh it = u eller d f�or t = 1; :::; Tg :18



Denna m�angd har 2T element. V�ardem�angden f�or X kan representeras meden matris av typ 2T �T som vi beteknar med RudT : Vi r�aknar upp elementeni denna matris p�a f�oljande s�attRud1 = � ud �Rud2 = 0BB� u uu dd ud d 1CCA
Rud3 = 0BBBBBBBBBB�

u u uu u du d uu d dd u ud u dd d ud d d
1CCCCCCCCCCAosv.Eftersom de stokastiska variablerna X1; :::; XT �ar stokastiskt oberoendeg�aller att P [X1 = i1; :::; XT = iT ℄ = pi1 � ::: � piTom i1; :::; iT = u eller d: F�or en godtyklig funktion f : fu; dgT ! R s�a f�oljernu attE [f(X1; :::; XT )℄ = Xi1;:::;iT=u eller d f(i1; :::; iT )P [X1 = i1; :::; XT = iT ℄dvs E [f(X1; :::; XT )℄ = Xi1;:::;iT=u eller d f(i1; :::; iT )pi1 � ::: � piT :Nedan m�oter vi ofta en summa av typenXi1;:::;iT=u eller d f(i1; :::; iT )qi1 � ::: � qiT19



d�ar qu oh qd �ar som ovan oh vi �nner det praktiskt att betekna dennasumma med EQ [f(X1; :::; XT )℄ : Allts�a g�aller attEQ [f(X1; :::; XT )℄ = Xi1;:::;iT=u eller d f(i1; :::; iT )qi1 � ::: � qiT :Efter denna formalism�aterv�ander vi till aktien ovan: EftersomS(t) = S(0)eX1+:::+Xt�ar S(t) en deterministisk funktion av X1; :::; Xt oh vi skriver iblandS(t) = S(t;X1; :::; Xt):En sekvens h = (hS(t); hB(t))Tt=0 kallas en portf�oljstrategi (eller endaststrategi) om h(0) = h(1) oh det f�or var varje t = 1; :::; T g�aller att h(t) �aren deterministisk funktion av X1; :::; Xt�1: Ibland skriver vi d�arf�orhS(t) = hS(t;X1; :::; Xt�1)oh hB(t) = hB(t;X1; :::; Xt�1):Motsvarande v�ardeproess Vh = (Vh(t))Tt=0 de�nieras av attVh(t) = hS(t)S(t) + hB(t)B(t); t = 0; 1; ::; T:Med v�ara konventioner g�ors valet av hS(t) aktier oh hB(t) obligationer vidtiden t� 1 f�or t = 1; :::; T: Portf�oljv�ardet Vh(t) �ar en deterministisk funktionav X1; :::; Xt varf�or vi ibland skriverVh(t) = Vh(t;X1; :::; Xt)f�or t = 0; :::; T:Om en strategi h = (hS(t); hB(t))Tt=0 uppfyllerVh(t) = hS(t+ 1)S(t) + hB(t+ 1)B(t); t = 0; 1; :::; T � 1s�ags strategin vara vara sj�alv�nansierande.20



Sats 2. Antag u > r > d: Om h = (hS(t); hB(t))Tt=0 �ar en sj�alv�nansierandestrategi s�a g�aller attVh(0) = e�rT Xi1;:::;iT=u eller d qi1 :::qiTVh(T ; i1; :::; iT )dvs Vh(0) = e�rTEQ [Vh(T ;X1; :::; XT )℄eller Vh(0) = e�rTEQ [Vh(T )℄ :Bevis. Vi vet att Vh(T ) = hS(T )S(T ) + hB(T )B(T )dvs Vh(T ;X1; :::; XT ) �ar lika medhS(T ;X1; :::; XT�1)S(T�1;X1; :::; XT�1))eXT+hB(T ;X1; :::; XT�1)B(T�1)er:Eftersom strategin �ar sj�alv�nansierande g�aller att Vh(T � 1;X1; :::; XT�1) �arlika medhS(T ;X1; :::; XT�1)S(T � 1;X1; :::; XT�1) + hB(T ;X1; :::; XT�1)B(T � 1):Fr�an binomialmodellen med ett tidssteg vet vi att storheternahS(T ;X1; :::; XT�1)oh hB(T ;X1; :::; XT�1)�ar entydigt best�amda oh attVh(T � 1;X1; :::; XT�1) = e�r XiT=u eller d qiTVh(T ;X1; :::; XT�1; iT ):Resultatet f�oljer nu genom induktion.En sj�alv�nansierande strategi h = (hS(t); hB(t))Tt=0 s�ags ge ett arbitrageom 21



Vh(0) = 0; Vh(T ) � 0 oh E [Vh(T )℄ > 0eller ekvivalent Vh(0) = 0; Vh(T ) � 0 oh Vh(T ) 6= 0:Sats 3. Ett n�odv�andigt oh tillr�akligt villkor f�or att ett arbitrage skall kunnauppst�a i binomialmodellen med T tidssteg �ar attr =2 ℄d; u[ :Bevis. Antag f�orst att r =2 ℄d; u[ : Enligt sats 1 �nns ett arbitrage i tidsstegetfr�an 0 till 1: Vid tiden 1 plaeras motsvarande portf�oljv�arde i obligationer.Vi f�ar h�armed ett arbitrage f�or binomialmodellen med T tidssteg.Antag nu att r 2 ℄d; u[ oh betrakta en sj�alv�nansierande strategi h =(hS(t); hB(t))Tt=0 s�adan att Vh(0) = 0. Sats 2 ger d�arf�or att0 = e�rT Xi1;:::;iT=u eller d qi1 :::qiT Vh(T ; i1; :::; iT )Kom ih�ag att qu > 0 oh qd > 0: Allts�a kan det inte g�alla att Vh(T ) � 0 ohVh(T ) 6= 0: Detta bevisar sats 3.Ett �nansiellt derivat av europeisk typ som som utbetalar beloppet g(S(T ))vid tiden T s�ags vara ett enkelt derivat av europeisk typ. Det �nns dok merkomplierade aktiederivat d�ar utbetalningen beror av aktieprisernaS(0); S(1); :::; S(T ):Exempelvis �ar ett kontrakt som ger innehavaren r�atten att vid tiden T k�opaaktien till den l�agsta aktiekursen under tidsperioden f0; 1; :::; Tg likv�ardigtmed ett �nansiellt derivat av europeisk typ som utbetalar beloppetS(T )� mint2f0;1;:::;TgS(t)vid tiden T ("lookbak option"): Ett �nansiellt derivat i aktien som utbetalarbeloppet Y vid tiden T; d�ar Y �ar en deterministisk funktion av X1; :::; XT ;22



kallas f�or ett betingat kontrakt av europeisk typ med slutdagen T . H�arg�aller allts�a att Y = f(X1; :::; XT ) f�or en l�amplig funktion f : fu; dgT ! R:Vi f�oruts�atter att modellen saknar arbitrage dvs att u > r > d oh skallde�niera ett s�adant derivats teoretiska v�arde V (t) vid tiden t � T : H�ar skallnaturligtvis V (t) best�ammas som en funktion av X1; :::; Xt:Vi b�orjar med att de�niera V (T ) = f(X1; :::; XT ): Antag att vi be�nneross vid tiden t < T oh att V (j) redan de�nierats som en deterministiskfunktion av X1; :::; Xj f�or j = T; :::; t+ 1. F�or att best�amma V (t) bildas vidtiden t en portf�olj best�aende av hS(t + 1) aktier oh hB(t + 1) obligationer.Dessa kvantiteter skall endast bero p�a X1; :::; Xt oh ej p�a framtida utfall f�orXt+1; :::; XT : Portf�oljv�ardet vid tiden t ges av hS(t+ 1)S(t) + hB(t+ 1)B(t)oh fr�an det f�oreg�aende vet vi att det �nns entydigt (hS(t+1), hB(t+1)) s�aatt hS(t+ 1)S(t+ 1) + hB(t+ 1)B(t+ 1) = V (t + 1):Vi de�nierar d�arf�or V (t) = hS(t+ 1)S(t) + hB(t+ 1)B(t) oh skriverV u(t + 1) = V (t+ 1)jXt+1=uoh V d(t+ 1) = V (t+ 1)jXt+1=d:Fr�an v�art inledande studium av binomialmodellen i ett tidssteg f�oljer atthS(t+ 1)S(t) = V u(t+ 1)� V d(t + 1)eu � edoh hB(t+ 1)B(t) = e�r euV d(t + 1)� edV u(t + 1)eu � ed :Med standardbetekningarna qu = er � edeu � edoh qd = eu � ereu � eds�a erh�alls d�arf�or formelnV (t) = e�r �quV u(t+ 1) + qdV d(t+ 1)� :23



Det �ar uppenbart att V (t); hS(t + 1) oh hB(t + 1) genom ovanst�aende def-initioner endast beror av X1; :::; Xt: Med hj�alp av induktion kan vi till sistde�niera V (0): I forts�attningen skrivs ofta V (t) = �Y (t): Om vi de�nierarh(0) = (hS(0); hB(0)) = h(1) s�a ger konstruktionen en sj�alv�nansierandestrategi h = (hS(t); hB(t))Tt=0 s�adan attVh(T ) = Y:Vi s�ager att den sj�alv�nansierande strategin h replikerar Y: Eftersom varjebetingat kontrakt av europeisk typ kan replikeras p�a detta s�att kallas mod-ellen komplett eller fullst�andig.Exempel 2. Betrakta binomialmodellen f�or en aktie oh en obligation,d�ar parametrarna uppfyller u > r > 0, d = �u oh t 2 f0; 1; 2g : Ettaktiederivat av europeisk typ med slutdagen 2 utbetalar denna dag beloppetmax(S(0); S(1); S(2)): Vi skall best�amma derivatets v�arde vid tiden 0: L�atd�arf�or S(0) = s oh kom ih�ag attS(t+ 1) = S(t)eXt+1; t = 0; 1:Om V (t) beteknar derivatets v�arde vid tiden t blir0BB� V (2)jX1=u;X2=u = max(s; seu; seu+u) = se2uV (2)jX1=u;X2=d = max(s; seu; seu+d) = seuV (2)jX1=d;X2=u = max(s; sed; sed+u) = sV (2)jX1=d;X2=d = max(s; sed; sed+d) = s 1CCAoh det f�oljer att � V (1)jX1=u = e�r(quse2u + qdseu)V (1)jX1=d = e�r(qus+ qds) = e�rs � :Allts�a �ar V (0) = e�r �que�r(quse2u + qdseu) + qde�rs	= se�2r �q2ue2u + quqdeu + qd	d�ar, som vanligt, qu = er � edeu � ed = 1� qd:24



Betrakta �aterigen ett derivat av europeisk typ som utbetalar beloppetY = f(X1; :::; XT ) vid tiden T oh v�alj en sj�alv�nansierande strategi s�adanatt Vh(T ) = Y: Sats 2 visar att derivatets v�arde vid tiden 0 ges av ekvationen�Y (0) = e�rT Xi1;:::;iT=u eller d qi1 � ::: � qiT f(i1; :::; iT ):Vid ber�akning av denna summa kan f�oljande metod anv�andas. S�attR10T = (ajk)1�j�2T ;1�k�T .L�at rj vara rad j f�or matrisen R10T , l�atbj = (u� d)rj + [d ::: d℄oh l�at nj vara antalet u i vektorn bj dvsnj = TXk=1 ajkf�or j = 1; :::; 2T : D�a �ar�Y (0) = e�rT 2TXj=1 qnju qT�njd f(bj):Serien i h�oger led inneh�aller 2T termer oh �ar d�arf�or myket tidskr�avande isamband med ber�akning om T �ar stort. I det viktiga speialfallet d�a Y �aren deterministisk funktion av S(T ) kan ber�akningen g�oras myket snabbare.F�or att se detta antag attY = g(S(T )) = g(S(0) exp(X1 + :::+XT )):Vi kan v�alja ut k element ur T element p�a� Tk �olika s�att om vi inte bryr oss om ordningen. Allts�a blir�Y (0) = e�rT TXk=0 � Tk � qkuqT�kd g(S(0)eku+(T�k)d):25



Det �ar i detta fall l�att att se att derivatets pris �Y (t) vid tiden t �ar endeterministisk funktion av S(t).Vid praktisk kalkyl �ar det ofta f�ordelaktigt att g�a fram rekursivt. Viskriver d�arf�or �Y (t) = v(t; S(t)) oh harv(T; S(0)eku+(T�k)d) = g(S(0)eku+(T�k)d); k = 0; :::; T:Vidare g�aller f�or t = T � 1; :::; 1; 0 attv(t; S(0)eku+(t�k)d)= e�r(quv(t + 1; S(0)e(k+1)u+(t�k)d) + qdv(t+ 1; S(0)eku+(t+1�k)d))f�or k = 0; :::; t: Det g�aller att �Y (0) = v(0; S(0)):L�at nu k 2 f0; :::; Tg vara �xt. Vi de�nierarADk = � 1 om S(T ) = k0 om S(T ) 6= koh f�ar att �ADk(0) = e�rT � Tk � qkuqT�kd :Priserna �ADk(0); k = 0; 1; :::; T; kallas Arrow-Debreus priser. Om vi har ettenkelt derivat med utbetalningen Y = g(S(1)) vid tiden T f�oljer nu att�Y (0) = TXk=0 �ADk(0)g(S(0)eku+(T�k)d)(jmfr begreppet Greenfunktion i matematisk fysik).Vi betraktar avslutningsvis derivat av amerikansk typ oh f�oruts�atter�aven h�ar att u > r > d:Antag att Yt �ar en deterministisk funktion av X1; :::; Xt f�or t = 0; 1; :::; T:Vi antager allts�a att Yt = ft(X1; :::; Xt)d�ar ft : fu; dgt ! Rf�or t = 0; 1; :::; T: H�ar uppfattas Y0 som en k�and storhet. Ett derivat avamerikansk typ ger kontraktsinnehavaren r�attigheten att l�osa in kontrak-tet vid en godtyklig tidpunkt t 2 f0; 1; :::; Tg oh det utbetalar i samma26



�ogonblik beloppet Yt varefter kontraktet upph�or att g�alla. Vi skall de�nierakontraktets teoretiska v�arde V (t) vid en godtyklig tidpunkt t 2 f0; 1; :::; Tgf�orutsatt att kontraktet inte l�osts in tidigare. F�orst de�nieras V (T ) = YT :Om kontraktsinnehavaren best�ammer att ej l�osa in kontraktet vid tiden T�1har det samma v�arde som motsvarande europeiska kontrakt dvs det harv�ardet e�r(quV u(T ) + qdV d(T ))vid tiden T � 1: Om kontraktsinnehavaren beslutar l�osa in kontraktet vidtiden T � 1 har det v�ardet YT�1vid tiden T � 1: Vi de�nierar d�arf�orV (T � 1) = max(YT�1; e�r(quV u(T ) + qdV d(T )))oh allm�ant V (t) = max(Yt; e�r(quV u(t+ 1) + qdV d(t+ 1))):I forts�attningen skrivs ofta �Y (t) = V (t).Det �ar naturligtvis�aterigen tidskr�avande att ber�akna V (0) om T �ar stort.Om vi studerar det viktiga speialfall d�ar varje Yt �ar en deterministisk funk-tion av S(t) dvs Yt = gt(S(t))s�a blir ber�akningen avsev�art enklare. I detta fall inses att V (t) f�or �xt t �aren funktion av S(t): Vi skriver d�arf�or V (t) = v(t; S(t)) oh harv(T; S(0)eku+(T�k)d) = gT (S(0)eku+(T�k)d); k = 0; :::; T:Vidare g�aller f�or t = T � 1; :::; 1; 0 att storhetenv(t; S(0)eku+(t�k)d)�ar lika medmax(gt(S(0)eku+(t�k)d); e�r(quv(t+1; S(0)e(k+1)u+(t�k)d)+qdv(t+1; S(0)eku+(t+1�k)d))f�or k = 0; :::; t: Det s�okta optionsv�ardet ges allts�a av v(0; S(0)):R�antemarknaden kan oks�a beskrivas med olika tidsdiskreta modellersnarlika binomialmodellen. Av utrymmessk�al kan vi inte g�a in p�a dessateorier h�ar utan h�anvisar den intresserade l�asaren till Jarrows bok [J1℄ :�Ovningar 27



1. Betrakta binomialmodellen med ett tidssteg d�ar u > r > d oh r > 0:Ett derivat av europeisk typ har utbetalningsfunktioneng(s) = max(0; s�K)d�ar S(0)ed < K < S(0)eu:Antag hSS(1) + hBB(1) = g(S(1)):Visa att hS > 0 oh hB < 0:2. (�-hedging) Betrakta binomialmodellenmed ett tidssteg d�ar u > r > doh r > 0: Priset f�or ett europeiskt derivat med utbetalningen Y =f(X) vid tiden 1 kan motiveras p�a f�oljande s�att. V�alj en portf�olj Dbest�aende av ett derivat oh �� aktier, d�ar � v�aljs s�a att VD(1) blirf�oruts�agbar vid tiden 0. a) Visa att� = f(u)� f(d)S(0)(eu � ed) :b) Visa att arbitragefrihet oh fullst�andighet medf�or attVD(1) = VD(0)eroh dra slutsatsen att derivatets v�arde vid tiden 0 m�aste ges av ut-tryket e�r(quf(u) + qdf(d))d�ar qu = 1� qd = er � edeu � ed :3. Antag att X �ar en 2-punktsf�ordelad stokastisk variabel s�adan attP [X = �1℄ = P [X = 1℄ = 12 :Best�am de � 2 R f�or vilka olikhetenE �(a+ �bX)4� � (E �(a+ bX)2�)2g�aller f�or alla a; b 2 R. 28



4. L�at x 2 [0; 1℄ oh antag P [X = 1℄ = x oh P [X = 0℄ = 1 � x: AntagX1; :::; Xn �ar stokastiskt oberoende observationer p�a X. Visa attE �f( 1n(X1 + :::+Xn))� = nXk=0 f(kn)�nk�xk(1� x)n�kf�or varje funktion f de�nierad p�a intervallet [0; 1℄.5. Betrakta binomialmodellen med t = 0; 1; 2 oh u > r > d oh r > 0:Ett derivat av europeisk typ utbetalar beloppetY = max(0; (S(0)S(1)S(2)) 13 �K)vid tiden t = 2: AntagS(0)ed < K � S(0)e 13u+ 23d:Visa att derivatets v�arde vid tiden t = 0 �ar lika mede�2r hS(0)q2ueu + S(0)quqd(e 23u+ 13d + e 13u+ 23 d)� qu(1 + qd)Kid�ar qu = 1� qd = er � edeu � ed :6. Betrakta binomialmodellen oh antag u > r > d; r > 0 oh T = 2: Eneuropeisk medelv�ardesoption av europeisk typ utbetalar beloppetmax�0; 13(S(0) + S(1) + S(2))�K�vid tiden 2; d�ar K �ar ett givet positivt tal som uppfyllerS(0)3 (1 + ed + e2d) < K < S(0)3 (1 + ed + eu+d):Best�am derivatets v�arde vid tiden 0.7. Skriv ett program i MATLAB som genererar matrisen R10T :
29



8. Ett betingat kontrakt av europeisk typ utbetalarY = S(T )� mint2f0;1;:::;TgS(t)vid tiden T: Ber�akna optionens v�arde vid tiden 0 d�aa) u = �d = 0:1; r = 0:05 oh T = 2b) u = �d = 0:1; r = 0:05 oh T = 8:9. Betrakta binomialmodellen f�or en aktie oh en obligation, d�ar parame-trarna uppfyller u > r > 0 � d oh t 2 f0; 1; :::; ng : Aktiens prisvid tiden t beteknas med S(t): Ett aktiederivat av europeisk typmed slutdagen n utbetalar denna dag beloppet Y; d�ar Y = S(n) omS(0) < S(1) < ::: < S(n) oh Y = S(0) i annat fall. Best�am derivatetsv�arde vid tiden 0: (Svar: e�rn n1 + � er�edeu�ed�n (enu � 1)oS(0))10. (Binomialmodellen) L�at h = (hS(t); hB(t))t=Tt=0 vara portf�oljstrategi.S�att G(0) = 0 ohG(t) = hS(1)(S(1)� S(0)) + :::+ hS(t)(S(t)� S(t� 1)+hB(1)(B(1)� B(0)) + :::+ hB(t)(B(t)�B(t� 1))f�or t = 1; :::; T: Visa att h �ar sj�alv�nansierande om oh endast omVh(t) = Vh(0) +G(t); t = 0; :::; T:11. Betrakta binomialmodellenmed ett tidssteg oh en portf�olj h = (hS; hB)best�aende av hS aktier oh hB obligationer. Dess v�arde vid tiden t gesav Vh(t) = hSS(t) + hBB(t):Vi s�ager att ett s�akert arbitrage uppst�ar om portf�oljen kan v�aljas s�aatt Vh(0) = 0 oh Vh(1) > 0:Visa att ett n�odv�andigt oh tillr�akligt villkor f�or att ett s�akert arbi-trage skall kunna uppst�a �ar attr =2 [d; u℄ :(Om x = (x1; :::; xn) 2 Rn betyder olikheten x > 0 att xk > 0 f�ork = 1; :::; n:) 30



12. Betrakta binomialmodellenmed T tidssteg. En sj�alv�nansierande strategih = (hS(t); hB(t))Tt=0 s�ags ge ett s�akert arbitrage omVh(0) = 0 oh Vh(T ) > 0:Visa att ett n�odv�andigt oh tillr�akligt villkor f�or att ett s�akert arbi-trage skall kunna uppst�a �ar attr =2 [d; u℄ :13. Antag (Xn)1n=1 �ar en i.i.d. s�adan att P [Xn = 1℄ = P [Xn = �1℄ = 12oh s�att Z0 = 0 oh Zn = X1+ ::::+Xn; n 2 N+: L�at A;�B 2 N varaheltal s�adana att A+B � 2 oh l�at � vara det minsta talet i m�angdenfm 2 N; Zm 2 fA;�Bgg om denna m�angd �ar ike-tom. I annat falls�atts � =1:a) Fixera k 2 N oh l�at Ak vara h�andelsen[Xn = 1 f�or alla n 2 fk(A+B); ::::; (k + 1)(A+B)� 1g℄ :Ber�akna P [Ak℄. Visa oks�a att[� � n(A+B)℄ � n�1\k=0 [Ak intr�a�ar ej℄ om n � 1:b) Visa att P [� <1℄ = 1:) Visa att E [� ℄ = AB: Ledning: Skriv � = �(A;�B) ohg(k) = E [�(A� k;�B � k)℄ ;�B � k � A:Utnyttja att g(A) = g(�B) = 0 ohg(k) = 1 + 12g(k � 1) + 12g(k + 1); � B < k < A:d) L�at � vara det minsta talet i m�angden fm 2 N; Zm = 1g om dennam�angd �ar ike-tom. I annat fall s�atts � =1: Visa attE [�℄ =1:e) Visa att P �Z�(A;�B) = A� = BA+B oh dra slutsatsen att P [� <1℄ =1: Ledning: S�att f(k) = P �Z�(A�k;�B�k) = A� k� ; �B � k � A; ohresonera som i ). 31


