
3. Brownsk r�orelse oh v�armeledningsekvationenDet �ar idag en vanlig uppfattning att aktiepriser styrs av slump �atminstonep�a kort sikt. Prisuktuationerna uppvisar likheter med molekylers oh ag-gregat av molekylers uktuationer, som behandlades teoretiskt av Einstein�ar 1905 [E℄ : Motsvarande fysikaliska fenomen observerades troligen f�orst avden holl�andske fysikern Ingen-Housz :a 120�ar tidigare (se [KSZ℄). Botanis-ten Brown konstaterade i en publikation�ar 1829 att fenomenet ej f�ororsakasav levande organismer oh fenomenet ifr�aga har kommit att kallas Brownskr�orelse [BR℄.F�ors�ok att f�orst�a aktieprisers uktuationer oh europeiska k�opoptionerledde�ar 1900 fransmannen Bahelier till det anm�arkningsv�arda arbetet "Th�eoriede la sp�eulation" i den franska tidskriften Annales sienti�ques de l'�Eolenormale sup�erieure [BA℄. N�agot �overraskande behandlade Bahelier oh Ein-stein samma matematiska grundekvationer. Den amerikanske matematik-ern Wiener gav �ar 1923 en stringent matematisk behandling av Brownskr�orelse [W ℄. Bahelier, som redan i b�orjan av seklet st�oddes av Poinar�e,hade inget stort vetenskapligt inytande under sin livstid oh �k ett tydligterk�annande f�or sin pionj�arinsats inom matematisk �nans f�orst n�agra�ar eftersin bortg�ang 1946. Genom Blaks oh Sholes uppm�arksammade bidrag tilldet europeiska k�opoptionsproblemet 1973 [BS℄, som bygger p�a japanen Itôskalkyl med Brownska trajektorier, framst�ar Baheliers uppsats fr�an �ar 1900som en milstolpe i �nansmatematikens historia. F�or en intressant artikel omBaheliers insatser inom matematisk �nans h�anvisas till Samuelsons artikel[SAM2℄ (se oks�a [SAM1℄):I detta avsnitt ger vi en introduktion till Brownsk r�orelse oh visar desssamband med v�armeledning. D�arut�over antyds hur Brownsk r�orelse kan ap-proximeras med en symmetrisk slumpvandring med 2-punktsf�ordelade till-skott. H�arigenom f�ar binomialmodellen en djupare mening. Resultaten idetta kapitel f�oruts�atter en del standardresultat fr�an Fourieranalys, som vitror �ar l�atta att aeptera utan bevis.Tv�a reellv�arda stokastiska variabler X oh Y s�ags ha samma f�ordelningom P [X 2 I℄ = P [Y 2 I℄f�or varje delintervall I av reella tallinjen.33



Om X �ar en reellv�ard stokastisk variabel s�a kallas funktionenX(�) = E �ei�X� ; � 2 Rf�or den karakteristiska funktionen till X. Observera attX(0) = 1:Ett resultat inom Fourieranalysen s�ager att tv�a reellv�arda stokastiska vari-abler X oh Y har samma f�ordelning om oh endast om deras karakteristiskafunktioner sammanfaller.Antag f�orst att X �ar 2-punktsf�ordelad ohP [X = 1℄ = P [X = �1℄ = 12 :D�a �ar X(�) = 12ei� + 12e�i� = os �:Om en reellv�ard stokastisk variabel X har frekvensfunktionen f s�a g�alleratt E �ei�X� = Z +1�1 ei�xf(x)dx; � 2 R:R�akar f(x) = 1p2�e�x22skriver vi X 2 N(0; 1). I detta fall �arE [X℄ = Z +1�1 xf(x)dx = 0E �X2� = Z +1�1 x2f(x)dx = 1oh Var(X) = E �(X � E [X℄)2�= E �X2�� (E [X℄)2 = 1:Om X 2 N(0; 1) g�aller oks�a attX(�) = e��2=234



ty eftersom Gaussfunktionen e�x22�ar j�amn f�oljer att X(�) = Z 1�1 os (�x) e�x22 dxp2�oh derivering leder till attdd� X(�) = � Z 1�1 x sin (�x) e�x22 dxp2� :En partiell integration ger nudd� X(�) = ��X(�)dvs dd� (e �22 X(�)) = 0:Eftersom X(0) = 1 s�a f�oljer d�arf�or attX(�) = e��2=2:Antag � 2 R oh � � 0 �ar givna tal. En reellv�ard stokastisk variabel Xs�ags tillh�ora klassen N(�; �2) om den kan skrivasX = � + �Gd�ar G 2 N(0; 1): I detta fall g�aller attE [X℄ = �Var(X) = �2oh X(�) = ei��� 12�2�2 = ei�E[X℄� 12 �2Var(X):En stokastisk variabel i klassen N(�; �2) s�ags ha en Gaussisk f�ordelning medv�antev�ardet � oh variansen �2:Om X 2 N(0; 1) s�a beteknas f�ordelningsfunktionen till X med � dvs�(y) = Z y�1 e�x2=2 dxp2� ; y 2 R:35



Inom matematisk �nans skrivs ofta N ist�allet f�or �:En stokastisk variabel X s�ags ha en likformig f�ordelning i intervallet [a; b℄om a < b oh X har frekvensfunktionenf(x) = � 1b�a ; om a � x � b0; om x < a eller x > b:OmX 2 N(0; 1) s�a har den stokastiska variabeln �(X) en likformig f�ordelningi intervallet [0; 1℄ :Antag tv�a reellv�arda stokastiska variabler X oh Y har �andliga andramo-ment dvs E �X2� <1 oh E �Y 2� <1:D�a g�aller f�or alla reella a oh b attE �(aX + bY )2� � 0dvs a2E �X2�+ 2abE [XY ℄ + b2E �Y 2� � 0:H�arav f�oljer Cauhy-Shwarz olikhetj E [XY ℄ j�pE [X2℄pE [Y 2℄:Genom att v�alja Y = 1 oh ers�atta X med j X j inser vi attE [j X j℄ <1 om E �X2� <1:Kovariansen mellan tv�a reellv�arda stokastiska variabler X oh Y med�andliga andramoment beteknas med Cov(X; Y ) oh de�nieras av attCov(X; Y ) = E [(X � E [X℄)(Y � E [Y ℄)℄dvs Cov(X; Y ) = E [XY ℄� E [X℄E [Y ℄ :Observera attVar(X + Y ) = Var(X) + 2Cov(X; Y ) + Var(Y ):Om dessutom X oh Y ej �ar konstanta med sannolikheten ett, beteknaskorrelationen mellan X oh Y med Cor(X; Y ) oh de�nieras av ekvationenCor(X; Y ) = Cov(X; Y )pVar(X)Var(Y ) :36



Tv�a stokastiska variabler X oh Y s�ags vara okorrelerade om Cov(X; Y ) = 0oh de s�ags vara positivt korrelerade om Cov(X; Y ) > 0:En familj reellv�arda stokastiska variabler (X(t))t2T kallas f�or en reellv�ardstokastisk proess. Vi skriver ofta X(t) = Xt: Indexm�angden T kallas f�ortidsparameterm�angd oh avbildningent! Xt(!)f�or en realisation, samplefunktion eller trajektoria f�or proessen. Tv�a stokastiskaproesserX = (X(t))t2T oh Y = (Y (t))t2T med samma tidsparameterm�angds�ags vara ekvivalenta i f�ordelning omP [X(t1) 2 I1; :::; X(tn) 2 In℄ = P [Y (t1) 2 I1; :::; Y (tn) 2 In℄f�or alla delintervall I1; :::; In av R oh alla t1; :::; tn 2 T oh n 2N+: Dennaegenskap �ar enligt Fourieranalysen ekvivalent med attE heiPnk=1 �kX(tk)i = E heiPnk=1 �kY (tk)if�or alla �1; :::; �n 2 R, t1; :::; tn 2 T oh n 2N+: Tv�a stokastiska proesser som�ar ekvivalenta i f�ordelning s�ags vara versioner av samma stokastiska proess.Det �ar naturligt att i en matematisk modell f�or ett aktiepris f�ors�oka beskrivaaktiepriset som en reellv�ard stokastisk proess som antar positiva v�arden ivarje tidpunkt.Om (X(t))t2T �ar en reellv�ard stokastisk proess ohE [j X(t) j℄ <1; t 2 Tde�nieras v�antev�ardesfunktionen � : T! R av proessen genom att�t = E [X(t)℄ ; t 2 T:Funktionen � kallas ofta helt enkelt f�or v�antev�ardet av proessen (X(t))t2T .Proessen s�ags vara entrerad om den har v�antev�ardesfunktionen noll. OmE �X2(t)� <1; t 2 Tde�nieras kovariansfunktionen C : T � T ! R genom attC(s; t) = Cov(X(s); X(t)); s; t 2 T;37



dvs C(s; t) = E [(X(s)� �s)(X(t)� �t)℄ ; s; t 2 T:En stokastisk proess (Xt)t2f1;:::;ng skrivs ofta (Xk)nk=1 oh kan identi�erasmed en Rn-v�ard stokastisk variabel. OmE [j Xk j℄ <1; k = 1; 2; :::; nkan proessens v�antev�arde uppfattas som en vektor i Rn:De reellv�arda stokastiska variablernaXk; k = 1; :::; n; s�ags vara stokastisktoberoende om P [X1 2 I1; :::; Xn 2 In℄ = nYk=1P [Xk 2 Ik℄f�or alla delintervall I1; :::; In avR:De reellv�arda stokastiska variablernaX1; :::; Xn �arstokastiskt oberoende om oh endast omE " nYk=1 gk(Xk)# = nYk=1E [gk(Xk)℄f�or alla begr�ansade kontinuerliga funktioner gk : R! R; k = 1; :::; n, ellerekvivalent att E heiPnk=1 �kXki = nYk=1E �ei�kXk�om �k 2 R; k = 1; :::; n: Dessa p�ast�aenden visas inom Fourieranalysen. Omde reellv�arda stokastiska variablernaX1; :::; Xn�1; Xn �ar stokastiskt oberoendeoh dessutom har frekvensfunktionerna f1; :::; fn�1 respektive fn; s�a g�aller attP [(X1; :::; Xn) 2 A℄ = Z � � �Z(x1;:::;xn)2A nYk=1 fk(xk)dx1:::dxnf�or varje �oppen eller sluten delm�angd A av Rn:En familj X(t); t 2 T; best�aende av reellv�arda stokastiska variabler�ar stokastiskt oberoende om de stokastiska variablerna X(t); t 2 T0; �arstokastiskt oberoende f�or varje �andlig delm�angd T0 av T:Om tv�a reellv�arda stokastiska variablerX oh Y �ar stokastiskt oberoendeoh uppfyller E �X2� <1 oh E �Y 2� <138



s�a �ar Cov(X; Y ) = E [XY ℄� E [X℄E [Y ℄ = 0dvs X oh Y �ar okorrelerade. Speiellt f�oljer i detta fall attVar(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ):OmX0 2 N(�0; �20) oh X1 2 N(�1; �21) �ar stokastiskt oberoende s�a g�alleratt X0 +X1 2 N(�0 + �1; �20 + �21): Vi har n�amligen attE �ei�(X0+X1)� = E �ei�X0ei�X1� = E �ei�X0�E �ei�X1�= e�0�� 12�20�2e�1�� 12�21�2 = e(�0+�1)�� 12 (�20+�21)�2:Man kan naturligtvis h�arleda samma resultat mer direkt utan begreppetkarakteristisk funktion. F�or att se detta begr�ansar vi oss till fallet �0 =�1 = 0, �0 > 0 oh �1 > 0 oh f�arP [X0 +X1 2 A℄ = ZZ�0yo+�1y12A e� y202 � y212 dy0dy1(p2�)2 :Substitutionen � z0 = (�0y0 + �1y1)=p�20 + �21z1 = �1y0 � �0y1=p�20 + �21ger P [X0 +X1 2 A℄ = ZZz0p�20+�212A e� z202 � z212 dz0dz1(p2�)2= Zz0p�20+�212A e� z202 dz0p2� = ZA e� z22(�20+�21) dzp2�(�20 + �21)vilket visar p�ast�aendet.En reellv�ard stokastisk proess (X(t))t2T s�ags vara en reellv�ard Gaussiskproess om det f�or varje �k 2 R, tk 2 T; k = 1; :::; n; oh n 2 N+ g�aller attlinj�arkombinationen Y = nXk=1 �kX(tk);har en Gaussisk f�ordelning. I f�orekommande fall f�oljer attY 2 N( nXk=1 �kE [X(tk)℄ ; nXj;k=1 �j�kCov(X(tj); X(tk)))39



varf�or E heiPnk=1 �kX(tk)i = eiPnk=1 �kE[X(tk)℄� 12Pnj;k=1 �j�kCov(X(tj );X(tk)):Om en reellv�ard Gaussisk proess (Xk)nk=1 uppfyllerCov(Xj; Xk) = 0 f�or j 6= ks�a �ar E heiPnk=1 �kXki = eiPnk=1 �kE[Xk℄� 12Pnj;k=1 �j�kCov(Xj ;Xk)= eiPnk=1 �kE[Xk℄� 12Pnk=1 �2kVar(Xk) = nYk=1 ei�kE[Xk℄� 12 �2kVar(Xk)= nYk=1E hei�kXki :De stokastiska variablerna X1; :::; Xn �ar d�arf�or stokastiskt oberoende.En sekvens (Xk)1k=1 best�aende av stokastiska variabler kallas en i.i.d.om de stokastiska variablerna Xk; k � 1; �ar stokastiskt oberoende oh likaf�ordelade. De�nitionen av en i.i.d. med en tidsparameterm�angd av typenf1; :::; ng ges p�a liknande s�att: Om X �ar en stokastisk variabel oh (Xk)nk=1�ar en i.i.d. s�adan att X1 oh X har samma f�ordelning s�a s�ags X1; :::; Xn varastokastiskt oberoende observationer p�a X.Antag att (Xn)1n=1 �ar en i.i.d. best�aende av reellv�arda stokastiska vari-abler. Motvarande stokastiska proess av partialsummor (Zn)1n=1; d�ar Zn =X1 + ::: + Xn; n � 1, kallas en slumpvandring (engelska: random walk).Om a 2 R kallas proessen (Un)1n=0, d�ar U0 = a oh Un = a + Zn; n � 1;oks�a f�or en slumpvandring oh denna s�ags starta i punkten a vid tidenn = 0: Elementen Xn; n � 1; kallas ofta f�or slumpvandringens tillskott. Eni.i.d. (Xn)1n=1 s�ags vara en Gaussisk i.i.d. om elementen i f�oljden �ar Gaus-siskt f�ordelade. Motsvarande slumpvandring kallas i detta fall f�or en Gaus-sisk slumpvandring. Slumpvandringar med tidsparameterm�angder av typenf1; :::; ng eller f0; :::; ng de�nieras analogt.Betrakta nu en aktie med priset S(t) vid tiden t � 0. Vi uppfattaraktiepriset S(0) vid tiden 0 som k�ant. V�alj h > 0 oh N 2 N+ oh s�atttn = nh; n = 0; 1; :::; N40



oh X(tn) = Xh(tn) = ln S(tn)S(tn�1) ; n = 1; 2; :::; N:Storheten S(tn)S(tn�1) � 1 = eX(tn) � 1kallas aktiens (proentuella) avkastning i intervallet [tn�1; tn℄ : Eftersomex � 1 � x f�or x n�ara 0identi�eras ibland X(tn) oh aktiens avkastning i intervallet [tn�1; tn℄ :De normaliserade log-pristillskotten i intervallen[tn�1; tn℄ ; n = 1; 2; :::; Nde�nieras genom att s�attaYn = X(tn)�md ; n = 1; 2; :::; Nd�ar m beteknar stikprovets medelv�arde oh d dess standardavvikelse. Iden s�a kallade slumpvandringsmodellen f�or aktien f�oreskrivs att aktieavkast-ningarna (Xh(tn))Nn=1 bildar en i.i.d. f�or alla h > 0 oh N 2 N+ dvs attlog-priserna ln S(nh); n � 0; �ar en slumpvandring f�or alla h > 0:Empiriska unders�okningar av historiska aktiepriser visar i regel att en ak-ties avkastningar �over disjunkta tidsintervall har myket sm�a korrelationermedan motsvarande absoluta avkastningar j X(tn) j; n = 1; 2; :::; N; ofta �arpositivt korrelerade. Den senare egenskapen �ar inte konsistent med slumvan-dringsmodellen. Empiriska unders�okningar ger oks�a ofta st�od f�or olikheternaP̂ [j Yn j� y℄ > P [j G j� y℄ ; y stortoh P̂ [j Yn j� y℄ > P [j G j� y℄ ; y litetd�ar G 2 N(0; 1) (en skattad sannolikhet f�or h�andelsen A beteknas P̂ [A℄).Inom tidsserieanalys studeras pris�andringar av spekulativa priser �over�ar,m�anader, vekor, dagar, timmar oh �and�a �nare tidsskalor. Famas artikel"The behavior of stok market pries" [FA℄ oh Granger oh Morgensternsbok "Preditability of Stok Market Pries" [GM ℄ �ar tv�a n�astan klassiska41



arbeten inom detta omr�ade. Bland senare bidrag inom teorin f�or ekonomiskatidsserier kan vi rekommendera b�okerna [END℄ ; [CLM ℄ oh [T ℄ oh artikeln[P ℄ : Cox oh Rubinsteins bok "Options Markets" [CR℄ inneh�aller m�angareferenser till unders�okningar av s�av�al aktie- som optionspriser.Om Xn; n 2 N+; oh X �ar reellv�arda stokastiska variabler ohlimn!1P [a < Xn < b℄ = P [a < X < b℄f�or alla reella a oh b s�adana attP [X 2 fa; bg℄ = 0s�a s�ags sekvensen (Xn)n2N+ konvergera mot X i f�ordelning, vilket f�orkortasXn ! X:Om n�odv�andigt anges h�ar att n!1: Denna typ av konvergens �ar ekvivalentmed att limn!1E [f(Xn)℄ = E [f(X)℄f�or varje begr�ansad kontinuerlig funktion f : R! R eller attlimn!1 Xn(�) = X(�); � 2 R:Dessa p�ast�aenden visas inom Fourieranalysen.Sats 1. (Centrala gr�ansv�ardessatsen) L�at (Xn)1n=1vara en i.i.d. d�arP [X1 = 1℄ = P [X1 = �1℄ = 12oh s�att Zn = 1pn(X1 + :::+Xn); n 2 N+:D�a g�aller att Zn ! Gd�ar G 2 N(0; 1): 42



F�or starkare versioner av entrala gr�ansv�ardessatsen h�anvisas till b�oker isannolikhetsteori (s�asom tex [BOR℄). Sats 1 visades av de Moivre 1733 (se tex Lifshits bok "Gaussian Random Funtions" [LIF ℄). Normalf�ordelningenvar allts�a k�and f�ore Gauss tid.Bevis. Vi har attZn(�) = X1+:::+Xn( �pn) = nYk=1 Xk( �pn) = osn( �pn)varf�or Zn(�) = (1� �22n + �4n2B( �pn))nd�ar funktionen B �ar begr�ansad i en omgivning av origo. Allts�a �arlimn!1 Zn(�) = e� �22 = G(�)vilket visar satsen.En reellv�ard entrerad Gaussproess (X(t))t�0 med kovariansfunktionenE [X(s)X(t)℄ = min(s; t)kallas f�or en normaliserad, reellv�ard Wienerproess eller en normaliserad,endimensionell Brownsk r�orelse. Observera i detta fall attE �(X(s)�X(t))2� = E �X2(s)� 2X(s)X(t) +X2(t)�= s� 2min(s; t) + t =j s� t jvarf�or X(s)�X(t) 2 N(0; j s� t j):Sats 2. En reellv�ard Gaussproess X = (X(t))t�0 �ar en normaliserad,reellv�ard Wienerproess om oh endast om f�oljande g�aller:(i) X(0) = 0 43



(ii) X(t) 2 N(0; t); t � 0(iii) om n 2 N+; oh 0 � t0 � t1 � ::: � tn s�a �ar tillskottenX(t1)�X(t0); X(t2)�X(t1); :::; X(tn)�X(tn�1)parvis okorrelerade (dvs stokastiskt oberoende eftersom proessen X =(X(t))t�0 �ar Gaussisk).Bevis. Antag att X = (X(t))t�0 �ar en reellv�ard, normaliserad Wienerpro-ess. Proessen X �ar d�arf�or en Gaussisk proess oh X(t) 2 N(0; t): Dettavisar (i) oh (ii): Vi visar nu (iii): Om j < k < n s�a f�oljer attE [(X(tj+1)�X(tj))(X(tk+1)�X(tk))℄= E [X(tj+1)X(tk+1)℄�E [X(tj+1)X(tk)℄�E [X(tj)X(tk+1)℄+E [X(tj)X(tk)℄= tj+1 � tj+1 � tj + tj = 0Detta visar (iii):Omv�ant antag proessen X = (X(t))t�0 �ar en reellv�ard Gaussproess ohatt (i)� (iii) g�aller. Om 0 � s � t s�a �arE [X(s)X(t)℄ = E �X(s)(X(t)�X(s)) +X(s)2�= E [X(s)(X(t)�X(s)℄ + E �X(s)2� = 0 + E �X(s)2� = svilket visar att X �ar en reellv�ard, normaliserad Wienerproess.Antag (W (t))t�0 �ar en reellv�ard, normaliserad Wienerproess oh l�at a >0: Den omskalade proessenX(t) = a� 12W (at); t � 0�ar en normaliserad Wienerproess. Proessen �ar ju uppenbarligen entreradoh Gaussisk ohE [X(s)X(t)℄ = a�1min(as; at) = min(s; t):44



Proessen Y (t) = W (t+ a)�W ( a); t � 0�ar oks�a en normaliserad Wienerproess, ty proessen �ar entrerad oh Gaus-sisk oh E [Y (s)Y (t)℄ = E [(W (s+ a)�W ( a))(W (t+ a)�W ( a))℄= min(s+ a; t+ a)� a� a+ a = min(s; t):Som minnesregel f�or denna egenskap kan vi s�aga att Wienerproessen startarp�a nytt i varje �ogonblik. Den speglade proessenZ(t) = �W (t); t � 0�ar som vi l�att ser oks�a en normaliserad Wienerproess.Det �ar inte l�att att visa att en normaliserad Wienersproess existerar. Vif�ors�oker emellertid �overtyga l�asaren om dess existens p�a f�oljande s�att. Antag(Xn)1n=1 �ar en reellv�ard i.i.d. s�adan attP [X1 = 1℄ = P [X1 = �1℄ = 12 :Det �ar faktiskt inte heller l�att att visa att denna proess existerar men detverkar troligt (kasta en slant 1,2,3,.... g�anger osv). Observera attE [X1℄ = 0oh Var(X1) = 1:Vi de�nierar Zn = nXk=1 Xk; n 2 Nmed konventionen att en summa med mindre �ovre summationsindex �an undresummationsindex �ar noll. Allts�a �ar Z0 = 0: Om t �ar ett reellt tal beteknar[t℄ det st�orsta heltalet som �ar mindre �an eller lika med t: ProessenY (t) = Z[t℄ + (t� [t℄)X[t℄+1; t � 0�ar lika med Zn f�or t = n oh �ar aÆn i varje intervall [n; n+ 1℄ d�ar n 2 N:S�att WN(t) = 1pN Y (Nt); t � 045



d�ar N 2 N+; oh notera att denna proess �ar entrerad oh har kontinuerligatrajektorier samt att WN( nN ) = 1pN nXk=1 Xk; n 2 N:Om N �ar stort oh nN �xt s�a �arWN ( nN ) =r nN 1pn nXk=1 Xkapproximativt normalf�ordelad enligt entrala gr�ansv�ardessatsen. Vidare g�alleratt E hWN(mN )WN( nN )i = 1NE " mXk=1 Xk nXk=1 Xk# =1N min(m;n) = min(mN ; nN ):Proessen (WN(t))t�0, som �ar aÆn i varje intervall � nN ; n+1N � ; n = 0; 1; 2; :::;approximerar f�or stora N i f�ordelning den normaliserade Wienerproessen.Vi g�or inte denna approximation tydligare h�ar. Man kommer ofta r�att omman uppfattar Brownsk r�orelse som en "slumpvandring i kontinuerlig tid".En stokastisk proess (X(t))t�0 kallas f�or en reellv�ard Wienerproess omX(t) = x+�W (t); t � 0; f�or l�ampliga x 2 R oh � > 0. En reellv�ard Wiener-proess kallas oks�a f�or en endimensionell Brownsk r�orelse. En stokastiskproess (X(t))t�0 s�ags vara en reellv�ard Wienerproess med linj�ar drift elleren endimensionell Brownsk r�orelse med linj�ar drift om X(t) = x + �t +�W (t); t � 0; f�or l�ampliga �; x 2 R oh � > 0. Parametern x kallasf�or startpunkt, parametern � kallas f�or di�usionskonstant oh parametern� kallas f�or driftskoeÆient. Ibland s�ager vi bara Wienerproess ist�alletf�or reellv�ard Wienerproess oh Brownsk r�orelse ist�allet f�or endimensionellBrownsk r�orelse om sammanhanget i alla fall �ar klart.Studiet av regularitetsegenskaper f�or Gaussproessers samplefunktionerhar varit ett aktivt forskningsf�alt �anda in i v�ar egen tid. Ett s�arskilt viktigtoh tidigt resultat inom detta omr�ade �ar f�oljande sats.
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Sats 3. (Wieners sats) Det �nns en version av Brownsk r�orelse som harkontinuerliga trajektorier.Wieners sats visas i m�anga l�arob�oker om stokastiska proesser. Detkanske enklaste beviset �ater�nns i Bass bok [BASS℄ : I forts�attningen l�atervi alltid W = (W (t))t�0 betekna en reellv�ard normaliserad Wienerproessmed kontinuerliga trajektorier.Ett aktiepris S(t); t � 0; s�ags beskriva en geometrisk Brownsk r�orelsemed exponentiell drift om det s�a kallade log-prisetln S(t); t � 0beskriver en Brownsk r�orelse med linj�ar drift dvsS(t) = S(0)e�t+�W (t); t � 0f�or l�ampliga parametrar � 2 R oh � > 0: Parametern � kallas i detta fall f�oraktieprisets volatilitet. Om t ex tiden m�ats i�ar oh � = 0:25 s�a s�ager man attaktiepriset har volatiliteten 25 % per�ar. I Bahelier-Samuelsons aktiemodellf�oreskrivs att aktiepriset beskrivs av en geometrisk Brownsk r�orelse [SAM1℄.I denna modell g�aller speiellt att logpriserna(lnS(nh))1n=0bildar en Gaussisk slumpvandring f�or varje h > 0: (Samuelson modi�erari artikeln [SAM1℄ Baheliers tidigare aritmetiska aktiemodell fr�an �ar 1900[BA℄).Antag att tidsskalan i Bahelier-Samuelsons modell �andras s�a attt̂ = td�ar  > 0: Om vi s�atter Ŝ(t̂) = S(t)s�a f�oljer att Ŝ(t̂) = S(0)e� t̂+�W ( t̂ ):Vi inf�or nu en ny normaliserad Brownsk r�orelse genom att de�nieraŴ (t̂) = pW ( t̂); t̂ � 047



oh f�ar slutligen att Ŝ(t̂) = Ŝ(0)e�̂t̂+�̂Ŵ (t̂)d�ar �̂ = � oh �̂ = �p:Aktiepriset beskriver s�aledes en geometrisk Brownsk r�orelse med exponentielldrift �aven i den nya tidsskalan. Detta �ar en synnerligen god egenskap hosBahelier-Samuelsons modell.Exempel 1. Betrakta en aktie i Bahelier-Samuelsons modell med prisetS(t) = S(0)e�t+�W (t); t � 0oh l�at 0 < t1 < ::: < tn: Antag vidare vi be�nner oss vid tiden t = 0 oh attvi vill ber�akna sannolikheten f�or h�andelsenA = [a1 < S(t1) < b1; :::; an < S(tn) < bn℄ :Genom att s�attaAk = � 1� (ln akS(0) � �tk); 1� (ln bkS(0) � �tk)� ; k = 1; :::; ns�a f�oljer att P [A℄ = P [W (t1) 2 A1; :::;W (tn) 2 An℄ :Med betekningarnaY1 = W (t1); Y2 = W (t2)�W (t1); :::; Yn =W (tn)�W (tn�1)blir s�aledesP [A℄ = P [Y1 2 A1; Y1 + Y2 2 A2; :::; Y1 + Y2 + :::+ Yn 2 An℄ :Kom ih�ag att de stokastiska variablerna Y1; :::; Yn �ar stokastiskt oberoendeoh att Yk 2 N(0; tk � tk�1); k = 1; :::; nd�ar t0 = 0: Detta medf�or attP [A℄ = Z � � �Zy12A1;:::;y1+:::+yn2An nYk=1( 1p2�(tk � tk�1)e� y2k2(tk�tk�1)) dy1:::dyn48



= ZA1 ::: ZAn nYk=1( 1p2�(tk � tk�1)e� (xk�xk�1)22(tk�tk�1) ) dx1:::dxn:H�ar �ar x0 = 0: Denna integral �ar m�ojlig att ber�akna approximativt med hj�alpav den s�a kallade Monte Carlometoden (se �ovningarna i detta kapitel) om ninte �ar alltf�or stort. Metoder fr�an teorin f�or partiella di�erentialekvationerkan oks�a utnyttjas vid ber�akningen beroende p�a sambandet mellan Brownskr�orelse oh v�armeledningsekvationen, som vi ber�or h�arn�ast.I forts�attningen beteknar E klassen av alla reellv�arda kontinuerliga funk-tioner f de�nierade p�a reella tallinjen s�adana attsupx2R(e�Ajxj j f(x) j) = sup �e�Ajxj j f(x) j; x 2 R	 <1f�or en l�amplig konstant A > 0 som eventuellt beror av f (om M �ar enike-tom upp�at begr�ansad delm�angd av reella tallinjen s�a �nns ett minstatal a s�adant att a �ar st�orre �an eller lika med varje element i m�angden Moh detta tal a beteknas supM). Antag att f 2 E �ar given oh betraktav�armeledningsekvationen�u�� = 12 �2u�x2 ; � > 0; x 2 Rmed begynnelsevillkoret uj�=0 = f:F�or att l�osa denna ekvation inf�ors Gaussfunktionen(�; x) = 1p2�� e�x22� ; � > 0; x 2 Roh en direkt kalkyl ger att��� = �12 1� 32 1p2�e�x22� + x22� 52 1p2�e�x22� ;��x = � x� 32 1p2�e�x22�49



oh �2�x2 = � 1� 32 1p2�e�x22� + x2� 52 1p2�e�x22� :Allts�a g�aller ��� = 12 �2�x2 :Vi de�nierar i n�asta stegu(�; x) = Z 1�1 f(y)(�; x� y)dy; � > 0; x 2 Roh f�ar om derivering under integralteknet �ar till�aten�u�� � 12 �2u�x2 = Z 1�1 f(y)( ��� (�; x� y)� 12 �2�x2 (�; x� y))dy = 0:Funktionen u l�oser d�arf�or v�armeledningsekvationen i omr�adet � > 0; x 2 R:F�or att kontrollera begynnelsevillkoret skriver viu(�; x) = Z 1�1 f(x� y)(�; y)dy= Z 1�1 f(x� y) 1p2�� e� y22� dyoh f�ar u(�; x) = Z 1�1 f(x�p�y) 1p2�e� y22 dy:Om h�ar � ! 0 oh vi till�ater att gr�ansv�ardet f�ar tas under integraltekneterh�allslim�!0u(�; x) = Z 1�1 lim�!0 f(x�p�y) 1p2�e� y22 dy = Z 1�1 f(x) 1p2�e� y22 dy= f(x) Z 1�1 1p2�e� y22 dy = f(x)eftersom Z 1�1 1p2�e� y22 dy = 1:50



Vi l�ater d�arf�or funktionenu(�; x) = Z 1�1 f(x�p�y) 1p2�e� y22 dyde�niera l�osningen till v�armeledningsproblemet� �u�� = 12 �2u�x2uj�=0 = f; � > 0; x 2 R.I sj�alva verket l�ater vi samma integralformel de�niera l�osningen till v�armeledningsproblemetunder det svagare villkore att f endast �ar stykvis kontinuerlig (dvs det ex-isterar f�or alla reella tal a < b en �andlig m�angd M � ℄a; b[ s�adan att f(x)�ar kontinuerlig i m�angden a < x < b; x =2 M; samt har �andliga gr�ansv�ardenlimx!x0� f(x) oh limx!x0+ f(x) f�or varje x0 2M) samt d�arut�over uppfyllervillkoret supx2R(e�Ajxj j f(x) j) <1f�or en l�amplig konstant A > 0: Under dessa villkor p�a f skriver vi f 2 E :Observera att vi oks�a kan skrivau(�; x) = Z 1�1 f(x+p�y) 1p2�e� y22 dy:Om G 2 N(0; 1) kan vi representera l�osningen p�a formenu(�; x) = E �f(x +p�G)� :Vi kan naturligtvis oks�a skrivau(�; x) = E [f(x +W (�))℄eftersom de stokastiska variablerna W (�) oh p�G har samma f�ordelning.Exempel 2. Antag � �u�� = 12 �2u�x2uj�=0 = f; � > 0; x 2 Rd�ar f(x) = 1p2��2 e� x22�251



oh � > 0: L�osningen ges avu(�; x) = ZR f(x� y) 1p2�� e� y22� dy= ZR 1p2��2 e� (x�y)22�2 1p2�� e� y22� dy = 1p2�(�2 + �)e� x22(�2+�) :I m�anga till�ampningar �ar det naturligt att studera v�armeledningsekvationenmed ett slutvillkor ist�allet f�or ett begynnelsevillkor. Betrakta som ett exem-pel ekvationen � �u�t + 12 �2u�x2 = 0ujt=T = f; 0 � t < T; x 2 R.Genom att s�atta � = T � toh u(t; x) = v(�; x):f�ar vi den ekvivalenta ekvationen� �v�� = 12 �2v�x2vj�=0 = f; T � � > 0; x 2 R.L�osningen kan d�arf�or skrivasu(t; x) = v(�; x) = E [f(x+W (�))℄ :Sats 4. Antag a; b 2 R oh l�at � > 0: Om funktionen f 2 E s�a har ekvatio-nen � �u�t + �22 �2u�x2 + a�u�x + bu = 0ujt=T = f; 0 � t < T; x 2 Rl�osningen u(t; x) = eb�E [f(x + a� + �W (�))℄ :Bevis. S�att y = (x+ a�)=�52



oh u(t; x) = eb�v(�; y):En kalkyl ger att �v�� = 12 �2v�y2oh vj�=0 = f(�y):Allts�a �ar v(�; y) = E [f(�(y +W (�)))℄ = E [f(x+ a� + �W (�))℄oh satsen f�oljer omedelbart.Sats 5. Antag a; b 2 R oh l�at � > 0: Om g(ex) 2 E s�a har ekvationen� �u�t + �2s22 �2u�s2 + as�u�s + bu = 0ujt=T = g; 0 � t < T; s > 0l�osningen u(t; s) = eb�E hg(se(a��22 )�+�W (�))i :Bevis. S�att s = ex:oh u(t; s) = v(t; x):D�a �ar �u�s = �v�x 1soh �2u�s2 = �2v�x2 1s2 � �v�x 1s2 :Ins�attning i di�erentialekvationen ger�v�t + �22 �2v�x2 + (a� �22 )�v�x + bv = 0 :53



Vi utnyttjar nu slutvillkoret v(T; x) = g(ex)oh f�ar fr�an f�oreg�aende sats attu(t; s) = v(t; x) = eb�E hg(ex+(a��22 )�+�W (�))ioh satsen f�oljer genom att utnyttja att s = ex.Vi avslutar detta kapitel med n�agra samband mellan slumpvandring ohnumeriska metoder f�or v�armeledningsekvationen.Om funktionen f 2 E s�a har ekvationen� �u�t + �22 �2u�x2 = 0ujt=T = f; 0 � t < T; x 2 Renligt sats 4 l�osningen u(t; x) = E [f(x + �W (�))℄d�ar � = T � t: Antag nu att (Xj)Nj=1 �ar en i.i.d. s�adan attP [X1 = 1℄ = P [X1 = �1℄ = 12 :S�att h = �=Noh notera att den stokastiska variabelnph NXj=1 Xjapproximativt �ar N(0; �)-f�ordelad enligt entrala gr�ansv�ardessatsen. Efter-som W (�) 2 N(0; �) f�oljer att funktionenv(t; x) = E "f(x+ �ph NXj=1 Xj#54



approximerar funktionen u(t; x) f�or stora N: Vi skall visa att en viss di�er-ensmetod f�or numerisk l�osning av v�armeledningsekvationen leder till sammaformel.Betrakta v�armeledningsekvationen�u�t + �22 �2u�x2 = 0 :Vi kommer att utnyttja approximationerna�u�x (t; x) � u(t; x)� u(t��t; x)�toh �2u�x2 (t; x) � u(t; x+�x)� 2u(t; x) + u(t; x��x)(�x)2oh ers�atter d�arefter funktionen u med v: Vi f�ar d�arf�orv(t; x)� v(t��t; x)�t+�22 v(t; x +�x)� 2v(t; x) + v(t; x��x)(�x)2 = 0Genom att s�atta � = �22 �t(�x)2s�a f�oljer attv(t; x)� v(t��t; x) + �(v(t; x +�x)� 2v(t; x) + v(t; x��x)) = 0dvs v(t��t; x) = �v(t; x +�x) + (1� 2�)v(t; x) + �v(t; x��x):H�ar �nns m�ojlighet till sannolikhetsteoretiska tolkningar f�or alla � 2 �0; 12� :Vi konentrerar oss p�a fallet � = 12 . Med betekningarna�t = h oh �x = �pherh�alls v(t� h; x) = 12v(t; x+ �ph) + 12v(t; x� �ph)55



eller v(t; x) = 12v(t+ h; x + �ph) + 12v(t+ h; x� �ph)dvs v(t; x) = E hv(t+ h; x + �phX1)i :Upprepning ger v(t; x) = E hv(t+ 2h; x+ �ph(X1 +X2))ioh till slut v(t; x) = E "v(T; x + �ph NXj=1 Xj)# :Med slutvillkoret v(T; x) = f(x)f�ar vi nu v(t; x) = E "f(x+ �ph NXj=1 Xj)# :�Ovningar1. Tv�a reellv�arda stokastiska variabler X oh Y har ha samma f�ordelningdvs P [X 2 I℄ = P [Y 2 I℄f�or varje delintervall I av reella tallinjen. Visa attP [X 2 A℄ = P [Y 2 A℄d�a A �ar en �andlig union av intervall.2. De reellv�arda stokastiska variablernaXk; k = 1; :::; n; �ar vara stokastisktoberoende dvs P [X1 2 I1; :::; Xn 2 In℄ = nYk=1P [Xk 2 Ik℄56



f�or alla delintervall I1; :::; In av R: Visa attP [X1 2 A1; :::; Xn 2 An℄ = nYk=1P [Xk 2 Ak℄d�a varje m�angd A1; :::; An �ar en �andlig union av intervall.3. Antag att X1; :::; Xn �ar stokastiskt oberoende ohE �X2k� <1; k = 1; :::; n:Visa att Var( nXk=1 Xk) = nXk=1 Var(Xk):4. Antag att de stokastiska variablerna Xk 2 N(�k; �2k); k = 1; :::; n; �arstokastiskt oberoende. Visa att Pnk=1Xk 2 N(Pnk=1 �k;Pnk=1 �2k):5. Visa att jCov(X; Y )j�pVar(X)pVar(Y ):6. Visa att �1 �Cor(X; Y ) � 1:7. Antag att de stokastiska variablerna X oh Y �ar stokastiskt oberoendeoh likformigt f�ordelade i intervallet [0; 1℄. Visa att de stokastiska vari-ablernaq2 ln 1X os(2�Y ) ohq2 ln 1X sin(2�Y ) �ar stokastiskt oberoendeoh att b�ada tillh�or klassen N(0; 1).8. Antag att den stokastiska variabeln X har en Gaussisk f�ordelning medv�antev�ardet noll. Visa attE �e�X� = e �22 E[X2℄9. L�at X; Y 2 N(0; 1) vara stokastiskt oberoende. Visa attE �e�max(X;X+Y )� = e�2�(�) + 12e �22 ; � 2 R:10. Antag X 2 N(�; �2) oh K > 0: Ber�aknaE �max(0; eX �K)� :f�or alla reella tal �. 57



11. Visa att �(x) = 1� �(�x); x 2 R; oh(1x � 1x3 )e�x2=2p2� � 1� �(x) � 1x e�x2=2p2� ; x > 0:12. Visa att 1� �(x) � 12e�x2=2; x � 0:13. Antag X 2 N(0; 1) oh s�attY = X1[jXj�℄ �X1[jXj>℄d�ar  �ar ett givet positivt tal. a) Visa att Y 2 N(0; 1). b) V�alj  s�a attX oh Y �ar okorrelerade. Visa f�or detta v�arde p�a  attP [X > ; Y > ℄ = 0 6= P [X > ℄P [Y > ℄oh dra slutsatsen att X oh Y ej �ar stokastiskt oberoende. ) Manh�or ibland talas om att okorrelerade Gaussiskt f�ordelade stokastiskavariabler �ar stokastiskt oberoende. Hur b�or detta p�ast�aende formulerasf�or att vara sant?14. Antag X �ar en log-normal stokastisk variabel s�adan att lnX 2 N(0; 1):a) Best�am frekvensfunktionen fX f�or X: b) S�attg(x) = � fX(x)(1 + sin(2� lnx)); x > 0;0; f�or �ovriga reella v�arden p�a x:Visa att g(x) � 0 oh attZ 10 xkg(x)dx = Z 10 xkfX(x)dxf�or alla k 2 N: (Det existerar allts�a en stokastisk variabel Y s�adan attfY 6= fX oh E [p(Y )℄ = E [p(X)℄ f�or alla polynom p(x).)15. Betrakta ett aktieprisS(t) = S(0)e�t+�W (t); t � 058



i Bahelier-Samuelsons modell. S�attXk = ln S(k)S(k � 1) ; k = 1; :::; n;�X = 1n nXk=1Xkoh s2 = 1n� 1 nXk=1(Xk � �X)2:Visa att E � �X� = �oh E �s2� = �2:16. En reellv�ard stokastisk variabel X �ar Cauhyf�ordelad med parame-trarna � 2 R oh � � 0 omP [a < X < b℄ = 1� Z ba �dx�2 + (x� �)2 ; alla a < b;f�or � > 0 oh P [X = �℄ = 1 f�or � = 0 (detta f�orkortas X 2 C(�; �)).a) Antag att den stokastiska variabeln X �ar likformigt f�ordelad i in-tervallet ��12 ; 12�. Visa att tan(�X) 2 C(0; 1):b) Antag att de stokastiska variablerna X; Y 2 N(0; 1) �ar stokastisktoberoende. Visa att YX 2 C(0; 1).17. L�at (Xj)nj=1 vara en i.i.d. Antag Vn(t) �ar kontinuerlig f�or 0 � t � 1 ohaÆn i varje intervall k�1n � t � kn , k = 1; :::; n; samt Vn(0) = 0: Rita isamma �gur tv�a realisationer av proessen (Vn(t))0�t�1; d�aa) Vn(kn) = 1pn kXj=1 Xj; k = 1; :::; noh X1 2 N(0; 1): I b�ada fallen v�aljs n = 1000:59



b) Vn(kn) = 1n kXj=1 Xj; k = 1; :::; noh X1 2 C(0; 1) (se f�oreg�aende uppgift). I b�ada fallen v�aljs n = 1000:18. S�att X(0) = 0 oh X(t) = tW (1t ); t > 0: Visa att (X(t))t�0 �ar ennormaliserad Wienerproess.19. L�at A � 
 vara en h�andelse oh s�att1A(!) = � 1; ! 2 A;0; ! =2 A:Visa att E [1A℄ = P [A℄ :20. Antag den stokastiska variabeln X uppfyllerE �X2� <1:Visa att P [j X j� "℄ � E [X2℄"2 ; " > 0:21. Antag den stokastiska variabeln X uppfyllerE �X2� <1:Visa Chebishevs olikhetP [j X � E [X℄ j� "℄ � Var(X)"2 ; " > 0:22. Antag den stokastiska variabeln X uppfyllerE �X2� <1:oh s�att � = E [X℄. L�at X1; :::; Xn vara stokastiskt oberoende obser-vationer p�a X: Visa att om �X = 1nPnk=1Xk s�a g�aller attP �j �X � � j� "� � Var(X)n"2 ; " > 0:60



(Monte Carlo-metoden ger en approximation av �med skattningen �X(!).Metoden anv�andes bl a av Ulam under 1940-talet f�or att g�ora ber�akningarinom k�arnreaktorfysik oh den utnyttjas fortfarande inom detta omr�ade.Namnet "Monte Carlo-metoden" brukar tillskrivas fysikern NiholasMetropolis. Monte Carlo{metoden behandlas utf�orligt i den utm�arktaboken "Monte Carlo Methods" av Hammersley oh Handsomb [HH℄. Monte Carlo-metoden �ar en viktig numerisk metod f�or att ber�aknateoretiska v�arden f�or �nansiella derivat.)23. Ber�akna R 10 f(x)dx approximativt med Monte Carlo-metoden d�a a) f(x) =x b) f(x) = sinx ) f(x) = 1x1=4 : V�alj f�orst 103 oh d�arefter 106slumptal.24. Antag f(x) = sin(x + 1); x 2 R. a) Ber�aknaI = Z 1�1 f(x)e�x22 dxp2� :b) L�at G1; :::; Gn 2 N(0; 1) vara stokastiskt oberoende. Ber�akna ap-proximationer av I med Monte Carlo-skattningarnaMC1 = 1n nXk=1 f(Gk)oh MC2 = 12n nXk=1(f(Gk) + f(�Gk))d�a b1) n = 103: G�or tre f�ors�ok. b2) n = 106: G�or tre f�ors�ok.25. L�at X vara en stokastisk variabel med v�arden i Rd oh antag B �ar en�oppen delm�angd av Rd. S�att p = P [X 2 B℄ : Visa att om X1; :::; Xn�ar stokastiskt oberoende observationer p�a X s�a g�aller attP [j An � p j� "℄ � 14n"2 ; " > 0;d�ar An = 1n(1[X12B℄ + :::: + 1[Xn2B℄)(Monte Carlo-metoden ger en approximation av pmed skattningenAn(!)):61



26. Betrakta ekvationen�u�t + �22 �2u�x2 + a�u�x + bu = 0d�ar a; b 2 R oh � > 0: V�alj �; � 2 R s�a att transformationenu(t; x) = e�t+�xv(t; x)�overf�or ekvationen p�a formen�v�t + �22 �2v�x2 = 0 :27. L�os ekvationen� �u�t + 12 �2u�x2 = 0u(T; x) = max(0; x); 0 � t < T; x 2 R:28. Antag f(s) = 0 f�or 0 < s � 1 oh f(s) = 1 f�or s > 1: L�os ekvationen� �u�t + �2s22 �2u�s2 + s�u�s � u = 0u(T; s) = f(s); 0 � t < T; s > 0:29. L�os ekvationen� �u�t + �2s22 �2u�s2 + s�u�s � u = 0u(T; s) = max(0; s); 0 � t < T; s > 0:30. L�os ekvationen � �u�t = 12 �2u�x2u(0; x) = sinx; t > 0; x 2 RBer�akna oks�a l�osningen approximativt med en l�amplig Monte Carlo-metod. G�or numeriska j�amf�orelser i speialfallet t = 4 oh x = 1:
62


