3. Brownsk rorelse och varmeledningsekvationen

Det ér idag en vanlig uppfattning att aktiepriser styrs av slump atminstone
pa kort sikt. Prisfluktuationerna uppvisar likheter med molekylers och ag-
gregat av molekylers fluktuationer, som behandlades teoretiskt av Einstein
ar 1905 [E]. Motsvarande fysikaliska fenomen observerades troligen forst av
den holldndske fysikern Ingen-Housz c:a 120 ar tidigare (se [K.SZ]). Botanis-
ten Brown konstaterade i en publikation ar 1829 att fenomenet ej fororsakas
av levande organismer och fenomenet ifraga har kommit att kallas Brownsk
rorelse [BR].

Forsok att forsta aktieprisers fluktuationer och europeiska kopoptioner
ledde ar 1900 fransmannen Bachelier till det anmérkningsvéirda arbetet ” Théorie
de la spéculation” i den franska tidskriften Annales scientifiques de I'Ecole
normale supérieure [BA]. Nagot 6verraskande behandlade Bachelier och Ein-
stein samma matematiska grundekvationer. Den amerikanske matematik-
ern Wiener gav ar 1923 en stringent matematisk behandling av Brownsk
rorelse [W]. Bachelier, som redan i borjan av seklet stoddes av Poincaré,
hade inget stort vetenskapligt inflytande under sin livstid och fick ett tydligt
erkannande for sin pionjarinsats inom matematisk finans forst nagra ar efter
sin bortgang 1946. Genom Blacks och Scholes uppmarksammade bidrag till
det europeiska képoptionsproblemet 1973 [BS], som bygger pa japanen Itos
kalkyl med Brownska trajektorier, framstar Bacheliers uppsats fran ar 1900
som en milstolpe i finansmatematikens historia. For en intressant artikel om
Bacheliers insatser inom matematisk finans hénvisas till Samuelsons artikel
[SAM?2] (se ocksa [SAM1)).

I detta avsnitt ger vi en introduktion till Brownsk rorelse och visar dess
samband med varmeledning. Darutover antyds hur Brownsk rorelse kan ap-
proximeras med en symmetrisk slumpvandring med 2-punktsfordelade till-
skott. Harigenom far binomialmodellen en djupare mening. Resultaten i
detta kapitel forutsiatter en del standardresultat fran Fourieranalys, som vi
tror ar latta att acceptera utan bevis.

Tva reellviarda stokastiska variabler X och Y ségs ha samma fordelning
om

P[Xell=P[Y eIl

for varje delintervall I av reella tallinjen.
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Om X éar en reellvird stokastisk variabel sa kallas funktionen
ex(§) = B[], €€ R
for den karakteristiska funktionen till X. Observera att
cx(0) = 1.

Ett resultat inom Fourieranalysen sager att tva reellvarda stokastiska vari-
abler X och Y har samma fordelning om och endast om deras karakteristiska
funktioner sammanfaller.

Antag forst att X ar 2-punktsfordelad och

P[X—l]—P[X—l]—%.

Da ar . .
cx(&) = 56’:5 + 56’7:5 = cos¢.

Om en reellvard stokastisk variabel X har frekvensfunktionen f sa galler
att

E[e®Y] = /+OO e f(z)dr, € € R.

o0

Rakar

—_
[

z

f@) = —=e T

skriver vi X € N(0,1). I detta fall ar

E[X] = /+ooxf(3:)d3: =0

och
)
=E[X?] - (E[X])?*=1.
Om X € N(0,1) géller ocksa att
cx(§) = e €1
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ty eftersom Gaussfunktionen

ar jamn foljer att

och derivering leder till att

d o 22 dx
—c =— rsin (éx)e 2 :
En partiell integration ger nu
L ex(€) = —€ex(©
—c = —¢c
dé X X
dvs
d 6 ¢

z\c7ex(9) =0

Eftersom cy (0) = 1 sa foljer darfor att

cx(€&) = e €12,

Antag a € R och ¢ > 0 &r givna tal. En reellviard stokastisk variabel X
sigs tillhora klassen N (o, 0?) om den kan skrivas

X =a+o0G
dér G € N(0,1). I detta fall géller att
E[X] =«

Var(X) = o?

och
cx (&) = o1 — 307" _ JIER[X]—5€*Var(X)

En stokastisk variabel i klassen N («, 0?) siigs ha en Gaussisk fordelning med
vintevirdet o och variansen o2
Om X € N(0,1) sa betecknas fordelningsfunktionen till X med ® dvs




Inom matematisk finans skrivs ofta N istallet for ®.
En stokastisk variabel X ségs ha en likformig fordelning i intervallet [a, b]
om a < b och X har frekvensfunktionen

{ %7 oma<zx<pb
—a

0, om z < a eller x > b.

flx) =

Om X € N(0,1) sa har den stokastiska variabeln ®(X) en likformig férdelning
i intervallet [0, 1].

Antag tva reellvarda stokastiska variabler X och Y har andliga andramo-
ment dvs

E [XQ} < oo och B [YQ] < o0.
Da galler for alla reella a och b att
E[(aX +bY)*] >0
dvs
a’E [X?] + 2abE[XY]|+b°E [Y?] > 0.

Harav foljer Cauchy-Schwarz olikhet

| EIXY] < VEXVE[Y?].
Genom att vilja Y =1 och ersitta X med | X | inser vi att
E[| X |] <ocoom E [X?] < oc.

Kovariansen mellan tva reellvarda stokastiska variabler X och Y med
dndliga andramoment betecknas med Cov(X,Y’) och definieras av att

Cov(X,Y) = E[(X — E[X]))(Y — E[Y])]

dvs
Cov(X,Y)=FE[XY] - E[X]EY].

Observera att
Var(X +Y) = Var(X) + 2Cov(X,Y) + Var(Y).

Om dessutom X och Y ej dar konstanta med sannolikheten ett, betecknas
korrelationen mellan X och Y med Cor(X,Y") och definieras av ekvationen

~ Cov(X)Y)
Cor(X, Y) = /Var(X)Var(Y)
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Tva stokastiska variabler X och Y sigs vara okorrelerade om Cov(X,Y) =0
och de sigs vara positivt korrelerade om Cov(X,Y’) > 0.

En familj reellvirda stokastiska variabler (X (¢));cr kallas for en reellvird
stokastisk process. Vi skriver ofta X (¢) = X;. Indexméngden T kallas for
tidsparametermangd och avbildningen

t— Xt((x))

for en realisation, samplefunktion eller trajektoria for processen. Tva stokastiska
processer X = (X (t))er ochY = (Y (¢));er med samma tidsparameterméngd
sdgs vara ekvivalenta i fordelning om

P(X(t1) e l,... X(ty) € I,| = P[Y(t1) € I, ..., Y(t,) € I,]

for alla delintervall Iy, ..., I,, av R och alla ¢y, ....,t, € T och n €N . Denna
egenskap ar enligt Fourieranalysen ekvivalent med att

E eiZZ':]ﬁkX(tk)} —F [eiZ’IZ:1 EpY (L)

foralla &, ....,&, € R, ty,...,t, € T och n €N . Tva stokastiska processer som
ar ekvivalenta i fordelning sigs vara versioner av samma stokastiska process.
Det ar naturligt att i en matematisk modell for ett aktiepris forsoka beskriva
aktiepriset som en reellvard stokastisk process som antar positiva varden i
varje tidpunkt.

Om (X (t))ser &r en reellviird stokastisk process och

Ell X(t)||<oo, teT
definieras vantevardesfunktionen « : T'— R av processen genom att
o, =FE[X(t)],teT.

Funktionen « kallas ofta helt enkelt for vintevirdet av processen (X (t))ier-
Processen sags vara centrerad om den har vantevardesfunktionen noll. Om

E[X*(t)] <oo, teT
definieras kovariansfunktionen C': 7" x T" — R genom att
C(s,t) = Cov(X(s),X(t)), s,t € T,
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dvs

Ofs.1) = E[(X(s) — o) (X(5) )] .7 € T,
En stokastisk process (X¢)seq1,....ny skrivs ofta (Xj)7_, och kan identifieras
med en R"™-vard stokastisk variabel. Om

Ell Xy |l <oc, k=1,2,...n

kan processens vantevarde uppfattas som en vektor i R".
De reellvarda stokastiska variablerna X, k = 1, ..., n, sags vara stokastiskt
oberoende om

PX,el,. X,el,]= HP[Xk € I
k=1

for alla delintervall I, ..., I,, av R.. De reellvarda stokastiska variablerna X1, ..., X, ar
stokastiskt oberoende om och endast om

E Hgk(Xk)] - HE[Qk(Xk)]

for alla begransade kontinuerliga funktioner g, : R - R, k = 1,...,n, eller
ekvivalent att

E {ei Z}z:lkak] _ ﬁ E [e/t]
k=1

om &, € R, kK =1,...,n. Dessa pastaenden visas inom Fourieranalysen. Om
de reellvarda stokastiska variablerna X1, ..., X,,_1, X, ar stokastiskt oberoende
och dessutom har frekvensfunktionerna fi, ..., f,,_1 respektive f,, sa galler att

k=1

for varje oppen eller sluten delmiangd A av R”.
En familj X(¢), ¢t € T, bestaende av reellvirda stokastiska variabler
ar stokastiskt oberoende om de stokastiska variablerna X(t), ¢t € Ty, &r
stokastiskt oberoende for varje andlig delmangd T, av 7.
Om tva reellvarda stokastiska variabler X och Y ar stokastiskt oberoende
och uppfyller
E[XQ] < oo och E[YZ] < 00
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sa ar
Cov(X,Y)=F[XY]| - E[X]|E[Y]=0
dvs X och Y ar okorrelerade. Speciellt foljer i detta fall att

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Om X, € N(ay,03) och Xy € N(ay,0?) ar stokastiskt oberoende sa géller
att Xy + X € N(ag + ay,0f + 0?). Vi har namligen att

B [eig(xo+x1)] - E [eigxoeigxl] - E [eigxo] E [67:5)(1]

— 063008 g €—3078% _ (aoton)i—5(of+o7)E”

Man kan naturligtvis harleda samma resultat mer direkt utan begreppet
karakteristisk funktion. For att se detta begriansar vi oss till fallet oy =
a; =0, oy > 0 och o, > 0 och far

2 2 dund
P[X0+X1 GA]: // 67@%07% Yo y]Q.
J Jogyo+or1y1 €A (V 271—)
Substitutionen
{ 20 = (ooyo + 0131)/ /05 + 0F
21 = 01Yop — (T[]y]/\/ 0'(2) + ()'%
ger
22 22 dznd
P[X0+X1€A]:// 6770771 o
JJzgy/o2+oieA (\/ 27T)2
22 22
:/ p 42 :/€2<ag+a§> dz
zm/afﬁ»U%EA \/271— A \/271'(0’34-0']2)

vilket visar pastaendet.

En reellvird stokastisk process (X (#));er sigs vara en reellvird Gaussisk
process om det for varje & € R, ¢, € T, k =1,...,n, och n € N giller att
linjarkombinationen

Y =) &GX(4),
k=1

har en Gaussisk fordelning. I forekommande fall foljer att

Ve N GE X (] 3 §6Cov(X (). X (1)

J,k=1
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varfor

E e i 66X (t)] Z i Sho & PIX (6] 3 S s &6 Cov(X (4),X (0))

Om en reellvird Gaussisk process (Xj)7_,; uppfyller

Cov(X;, Xi) =0for j #k

sa ar .
5 |:6sz11 skxk} — o1 k1 & BIXk] =5 307 ko €€k Cov(X;,Xp)
n
— i h— & BIXk] -5 3k 6 Var(Xy) _ H i€k BIX 1] - 5 € Var(Xy,)
k=1
n
TTe ]
k=1
De stokastiska variablerna X, ..., X, ar darfor stokastiskt oberoende.

En sekvens (Xj)p2, bestaende av stokastiska variabler kallas en i.i.d.
om de stokastiska variablerna Xj, k& > 1, ar stokastiskt oberoende och lika
fordelade. Definitionen av en i.i.d. med en tidsparametermangd av typen
{1,...,n} ges pa liknande sitt. Om X &r en stokastisk variabel och (Xj)}_,
ar en i.i.d. sadan att X; och X har samma fordelning sa sags Xy, ..., X,, vara
stokastiskt oberoende observationer pa X.

Antag att (X,)>°, dr en i.i.d. bestaende av reellvirda stokastiska vari-
abler. Motvarande stokastiska process av partialsummor (Z,)2°,, dir Z, =
X; + ...+ X,, n > 1, kallas en slumpvandring (engelska: random walk).
Om a € R kallas processen (U,)5°,, dar Uy = a och U, = a + Z,, n > 1,
ocksa for en slumpvandring och denna sigs starta i punkten a vid tiden
n = 0. Elementen X,,, n > 1, kallas ofta for slumpvandringens tillskott. En
i.id. (X,)0, sigs vara en Gaussisk i.i.d. om elementen i f6ljden dr Gaus-
siskt fordelade. Motsvarande slumpvandring kallas i detta fall for en Gaus-
sisk slumpvandring. Slumpvandringar med tidsparametermangder av typen
{1,...,n} eller {0,...,n} definieras analogt.

Betrakta nu en aktie med priset S(t) vid tiden ¢ > 0. Vi uppfattar
aktiepriset S(0) vid tiden 0 som ként. Valj h > 0 och N € N och sitt

t,=nh,n=20,1,... N
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och

S(tn)
X(t,) = X"(t,) =In Y n=1,2,..,N.
(tn) (tn) St 1)
Storheten S(t,)
|
S(tn_1)

kallas aktiens (procentuella) avkastning i intervallet [¢, 1,%,]. Eftersom
e’ — 1~z for x nara 0

identifieras ibland X (¢,,) och aktiens avkastning i intervallet [t, 1, ,].
De normaliserade log-pristillskotten i intervallen

[tn,],tn] , N = 1, 2, vy N

definieras genom att satta

dar m betecknar stickprovets medelvarde och d dess standardavvikelse. 1
den sa kallade slumpvandringsmodellen for aktien foreskrivs att aktieavkast-
ningarna (X"(¢,))2_, bildar en ii.d. for alla h > 0 och N € N, dvs att
log-priserna In S(nh), n > 0, ar en slumpvandring for alla h > 0.

Empiriska undersokningar av historiska aktiepriser visar i regel att en ak-
ties avkastningar over disjunkta tidsintervall har mycket sma korrelationer
medan motsvarande absoluta avkastningar | X (¢,) |, n = 1,2, ..., N, ofta ar
positivt korrelerade. Den senare egenskapen ar inte konsistent med slumvan-
dringsmodellen. Empiriska undersokningar ger ocksa ofta stod for olikheterna

PlY, >yl > P[G[>y], ystort

och R
PllY,|<yl>P[lG|<y], y litet

dir G € N(0,1) (en skattad sannolikhet for hiindelsen A betecknas P [A]).
Inom tidsserieanalys studeras prisandringar av spekulativa priser dver ar,
manader, veckor, dagar, timmar och dnda finare tidsskalor. Famas artikel
”The behavior of stock market prices” [F'A] och Granger och Morgensterns
bok ”Predictability of Stock Market Prices” [GM] dr tva néstan klassiska
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arbeten inom detta omrade. Bland senare bidrag inom teorin fér ekonomiska
tidsserier kan vi rekommendera bockerna [EN D], [C LM] och [T] och artikeln
[P]. Cox och Rubinsteins bok ”Options Markets” [C'R] innehaller manga
referenser till undersokningar av saval aktie- som optionspriser.

Om X,,, n € N, och X ar reellvarda stokastiska variabler och

lim Pla < X, <b=Pla<X <D

n—oo

for alla reella a och b sadana att
P[X € {a,b}] =0
sa ségs sekvensen (X,),en, konvergera mot X i férdelning, vilket forkortas
X, —» X.

Om nodvandigt anges har att n — oco. Denna typ av konvergens ar ekvivalent
med att

lim E[f(X,)] = E[f(X)]

n— 00

for varje begransad kontinuerlig funktion f : R — R eller att

lim ey, (&) = cx(§), £ € R.

n— 00

Dessa pastaenden visas inom Fourieranalysen.

Sats 1. (Centrala gransvardessatsen) Lat (X,,)%  vara en i.i.d. dir

1
och satt 1

Da gdller att
Z, — G

dir G € N(0,1).
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For starkare versioner av centrala gransvardessatsen hanvisas till bocker i
sannolikhetsteori (sasom tex [BOR]). Sats 1 visades av de Moivre 1733 (se t
ex Lifshits bok ”Gaussian Random Functions” [LIF]). Normalférdelningen
var alltsa kand fore Gauss tid.

Bevis. Vi har att

n

=c & =11lc & = cos” &
CZn(g) - ’X1+---+Xn(\/ﬁ) H ‘Xk(\/ﬁ) e (\/ﬁ)

e
varfor €2 €4 ¢
cz,(§) = (1 - o, T ﬁB(ﬁ))n

dar funktionen B ar begriansad i en omgivning av origo. Alltsa ar

2
2

= ca(§)

lim ¢y (&) =e
n—oo

vilket visar satsen.

En reellvird centrerad Gaussprocess (X (#));>o med kovariansfunktionen
E[X(s)X(t)] = min(s,t)

kallas for en normaliserad, reellvard Wienerprocess eller en normaliserad,
endimensionell Brownsk rorelse. Observera i detta fall att

E[(X(s) — X(£)?] = E[X(s) — 2X(5)X () + X2(8)]

=s—2min(s,t)+t=s—1|

varfor
X(s)— X(t) e NO,|s—t]).

Sats 2. FEn reellvird Gaussprocess X = (X(t))>0 Gr en normaliserad,
reellvard Wienerprocess om och endast om foljande galler:

(1) X(0) =0
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(17) X(t) € N(0,t),t>0
(i71) om n € Ny, och 0 <ty <ty <..<t, sa dr tillskotten

X () — X(to), X(t2) — X (1), ooy X (£) — X (£p_1)

parvis okorrelerade (dvs stokastiskt oberoende eftersom processen X =
(X (2))i>0 dr Gaussisk).

Bevis. Antag att X = (X(?));>¢ ar en reellvird, normaliserad Wienerpro-
cess. Processen X dr darfor en Gaussisk process och X (t) € N(0,t). Detta
visar (i) och (4i). Vi visar nu (i77). Om j < k < n sa foljer att

El(X(#0) — X)) (X (Ber) — X ()]
= EIX ()X (b)) = B X (1 00) X (1)) - E[X (1) X (B40) ]+ B [X () X ()]
:tj+1 —tj+1 —tj+tj :0
Detta visar (7ii).
Omvént antag processen X = (X (t));>o ar en reellviird Gaussprocess och
att (i) — (i7i) géller. Om 0 < s <t sa ar
EX(5)X (0] = E [X(s)(X (1) — X(s)) + X ()"

=E[X(s)(X(t) ~ X(s)]+ E[X(s)’] =0+ E [X(s)’] =

vilket, visar att X ar en reellvard, normaliserad Wienerprocess.

Antag (W (t))i>o ar en reellvard, normaliserad Wienerprocess och lat a >
0. Den omskalade processen

X(t)=a 2W(at), t >0

ar en normaliserad Wienerprocess. Processen ar ju uppenbarligen centrerad
och Gaussisk och

E[X(s)X(t)] = a ' min(as, at) = min(s, t).
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Processen

Y(t) = W(t+a)— W(a), t> 0

ar ocksa en normaliserad Wienerprocess, ty processen ar centrerad och Gaus-
sisk och

EY(s)Y ()] = E[(W(s +a) = W(a))(W(t+a) = W(a))]

= min(s + a,t + a) —a — a + a = min(s, t).

Som minnesregel for denna egenskap kan vi siga att Wienerprocessen startar
pa nytt i varje ogonblick. Den speglade processen

Z(t) = -W(t), t>0

ar som vi latt ser ocksa en normaliserad Wienerprocess.

Det ar inte latt att visa att en normaliserad Wienersprocess existerar. Vi
forsoker emellertid overtyga lasaren om dess existens pa foljande siatt. Antag
(X,)9o, ar en reellvird i.i.d. sadan att

1
Det ar faktiskt inte heller latt att visa att denna process existerar men det
verkar troligt (kasta en slant 1,2,3,.... ganger osv). Observera att
E[Xi]=0
och
Var(Xl) =1.

Vi definierar

n
Z,=>» X neN
k=1
med konventionen att en summa med mindre 6vre summationsindex an undre
summationsindex ar noll. Alltsa dr Z; = 0. Om ¢ ar ett reellt tal betecknar
[t] det storsta heltalet som dr mindre &n eller lika med ¢. Processen

Y(t) = Zy+ (t = [t]) Xjg41, £ 20

ar lika med 7, for ¢ = n och &r affin i varje intervall [n,n + 1] dar n € N.

Satt 1
Wx(t) = ——Y (Nt), t > 0
VN
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dar N € N, och notera att denna process ar centrerad och har kontinuerliga
trajektorier samt att

n 1 —
Wy(—=)=—= Xk, n € N.

Om N ar stort och % fixt sa ar

approximativt normalfordelad enligt centrala gransvardessatsen. Vidare galler

att . .
E WN(%)WN(%)] = %E ZXkZXk] =
k=1 k=1
1 . ..,m n
N min(m,n) = mln(ﬁ, N)
Processen (W (t))i>0, som ar affin i varje intervall [2, 2£L] ' =0,1,2, ...,

approximerar for stora N i fordelning den normaliserade Wienerprocessen.
Vi gor inte denna approximation tydligare har. Man kommer ofta ratt om
man uppfattar Brownsk rorelse som en ”slumpvandring i kontinuerlig tid”.

En stokastisk process (X (t));>o kallas for en reellvird Wienerprocess om
X(t) =x+0W(t), t > 0, for lampligaz € R och 0 > 0. En reellvird Wiener-
process kallas ocksa for en endimensionell Brownsk rorelse. En stokastisk
process (X (t));>o sdgs vara en reellvird Wienerprocess med linjar drift eller
en endimensionell Brownsk rorelse med linjar drift om X (t) = =z + at +
oW(t),t > 0, for lampliga a,z € R och ¢ > 0. Parametern z kallas
for startpunkt, parametern o kallas for diffusionskonstant och parametern
a kallas for driftskoefficient. Ibland sager vi bara Wienerprocess istallet
for reellvard Wienerprocess och Brownsk rorelse istallet for endimensionell
Brownsk rorelse om sammanhanget i alla fall ar klart.

Studiet av regularitetsegenskaper for Gaussprocessers samplefunktioner
har varit ett aktivt forskningsfilt Anda in i var egen tid. Ett sarskilt viktigt
och tidigt resultat inom detta omrade ar foljande sats.
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Sats 3. (Wieners sats) Det finns en version av Brownsk rdrelse som har
kontinuerliga trajektorier.

Wieners sats visas i manga larobocker om stokastiska processer. Det
kanske enklaste beviset aterfinns i Bass bok [BASS]. I fortsidttningen later
vi alltid W = (W (t));>0 beteckna en reellvird normaliserad Wienerprocess
med kontinuerliga trajektorier.

Ett aktiepris S(t), ¢ > 0, sigs beskriva en geometrisk Brownsk rorelse
med exponentiell drift om det sa kallade log-priset

In S(t),t>0
beskriver en Brownsk rorelse med linjar drift dvs
S(t) = S(0)e* WO >0

for lampliga parametrar a € R och 0 > 0. Parametern o kallas i detta fall for
aktieprisets volatilitet. Om t ex tiden méts i ar och 0 = (.25 sa sdger man att
aktiepriset har volatiliteten 25 % per ar. I Bachelier-Samuelsons aktiemodell
foreskrivs att aktiepriset beskrivs av en geometrisk Brownsk rorelse [SAM1].
I denna modell galler speciellt att logpriserna

(In S(nh))aZ

bildar en Gaussisk slumpvandring for varje h > 0. (Samuelson modifierar
i artikeln [SAM1] Bacheliers tidigare aritmetiska aktiemodell fran ar 1900
[BA]).
Antag att tidsskalan i Bachelier-Samuelsons modell &dndras sa att
t=ct

dar ¢ > 0. Om vi satter

sa foljer att )
S(t) = S(0)er V).

Vi infor nu en ny normaliserad Brownsk rorelse genom att definiera
. i
W(t) = VeW (=), t >0
c
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och far slutligen att

dar

Aktiepriset beskriver saledes en geometrisk Brownsk rorelse med exponentiell
drift aven i den nya tidsskalan. Detta ar en synnerligen god egenskap hos
Bachelier-Samuelsons modell.

Exempel 1. Betrakta en aktie i Bachelier-Samuelsons modell med priset
S(t) = S(0)e* WM >0

och lat 0 < t; < ... < t,. Antag vidare vi befinner oss vid tiden ¢ = 0 och att
vi vill berakna sannolikheten for handelsen

A=la; <S(t1) <bry..,an, < S(tn) < by].

Genom att satta

1 ,
Ak: —(ln Ok

1
> %—atk),g(ln

% —aty)|, k=1,...,n
sa foljer att
P[Al = P[W(t)) € Ay, ..., W(t,) € A,].
Med beteckningarna
Yi=W(t1), Yo=W(ty) — W(t1),..., Y = W(t,) — W(t,_1)
blir saledes

P[Al=PYye A, Y1+ Y€ Ay, Y1+ Yo+ .. +Y, € Al

Kom ihag att de stokastiska variablerna Y7, ..., Y, ar stokastiskt oberoende
och att
Y, € N(O,tk — tkfl); k= 1,...n

dar ¢y = 0. Detta medfor att

n 1 ST
Pa= [ f 11 R =
YIEAT Y1+t yn €A g 27T(tk — tk71)

.....
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1 _ e )?
/ / e 2(tp—tp_1) dl‘ldxn
A An by 271' tk — - 1)

Har ar zp = 0. Denna integral ar mojlig att berakna approximativt med hjalp
av den sa kallade Monte Carlometoden (se vningarna i detta kapitel) om n
inte ar alltfor stort. Metoder fran teorin for partiella differentialekvationer
kan ocksa utnyttjas vid berdkningen beroende pa sambandet mellan Brownsk
rorelse och varmeledningsekvationen, som vi beror harnast.

[ fortsattningen betecknar £, klassen av alla reellvarda kontinuerliga funk-
tioner f definierade pa reella tallinjen sadana att

sup(e 4 | f(2) ) = sup {e 47| f(z) | 7 € R} < o
zeR

for en ldmplig konstant A > 0 som eventuellt beror av f (om M é&r en
icke-tom uppat begransad delméngd av reella tallinjen sa finns ett minsta
tal a sadant att a ar storre én eller lika med varje element i mangden M
och detta tal a betecknas sup M). Antag att f € &, &r given och betrakta
varmeledningsekvationen

ou 10%
— =-= >0, zreR
or 209220 7"
med begynnelsevillkoret
U\T:U = f

For att 10sa denna ekvation infors Gaussfunktionen

1 22
(T, x) = \/%67;, 7>0, z€R

och en direkt kalkyl ger att

67_ 11 1 22 2 1 2

27 + ——Pi 27

_— = ——— ¢ > ,
or 252 273 /21




och

0 1 1 2 221 .2
_2 — _—3—6 27 + —5—6 27
oz T2 /2T T2 /2T
Alltsa géller
ay 10%y
ar 2022

Vi definierar i nasta steg
ur.e) = [ f0(a gy 720, 5 € R
och far om derivering under integraltecknet ar tillaten

ou 10%u o 0 10
E _ 5@ = ./OO f(y)(a—T'y(T,x — U) - 5@7(7733 - U))dU = 0.

Funktionen u 16ser darfor varmeledningsekvationen i omradet 7 > 0, z € R.
For att kontrollera begynnelsevillkoret skriver vi

ur.o) = | " = y)y(ry)dy

—/Zf(my)

uri) = [ o)

Om har 7 — 0 och vi tillater att gransvardet far tas under integraltecknet

erhalls
Ly = / f

2
_y
e 2 dy
T

och far

2
e*%dy.

dy

limu(T,x):/ lim f(l"—\/_U)

7—0

eftersom
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Vi later darfor funktionen

ulra) = [ Z P - V7)

1

V2r

definiera 16sningen till varmeledningsproblemet

2
efdey

U= = f, 7>0, v €R.

I sjalva verket later vi samma integralformel definiera 16sningen till virmeledningsproblemet
under det svagare villkore att f endast ar styckvis kontinuerlig (dvs det ex-

isterar for alla reella tal @ < b en dndlig méngd M C |a, b] sadan att f(x)

ar kontinuerlig i mangden a < x < b, x ¢ M, samt har dndliga griansvéirden

lim, . f(z) och lim,_, 4 f(z) for varje xy € M) samt darutdver uppfyller

villkoret

sup(e” | f(@) ]) < o0
zeR

for en lamplig konstant A > 0. Under dessa villkor pa f skriver vi f € £.
Observera att vi ocksa kan skriva

u(T,m)—./oo flz+/Ty) .

V21

Om G € N(0,1) kan vi representera 1osningen pa formen

u(r,z) = F [f(a: + \/7_'0)} .

Vi kan naturligtvis ocksa skriva

2
eJTdy.

u(r,z) = E[f(z+ W(7))]

eftersom de stokastiska variablerna W (7) och /TG har samma fordelning.

Exempel 2. Antag

dar




och o > 0. Losningen ges av

1 o2
u(T,x) = T — 1 e 2 dy
)= [ ety
7)2
1 672(«7‘2+‘r)_

/ 1 (I*@{ZJZ 1 73_2d
= (& e 27 y =
R V2702 2T

[ manga tillampningar dr det naturligt att studera varmeledningsekvationen
med ett slutvillkor istallet for ett begynnelsevillkor. Betrakta som ett exem-

2w (0% + 1)

pel ekvationen

ou 10%u __

o T 3oz =0

up—r = f,0< t<T,z € R.
Genom att satta

T=T—1
och
u(t,z) = v(r, x).

far vi den ekvivalenta ekvationen

or — 20w
Vo = f, T>7>0, v €R.
Losningen kan darfor skrivas

u(t,z) =v(r,z) = E[f(x+ W(1))].

Sats 4. Antag a,b € R och lat 0 > 0. Om funktionen f € £ sa har ekvatio-

nen ) s )
U U Uu S
5+ 5 os tag +bu=0
up—r = f,0< t<T,z €R

losningen
u(t,z) = " E[f(x +ar + oW (7))].

Bevis. Satt
y=(r+ar)/o
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och
u(t, ) = v (1, y).

En kalkyl ger att

ov  10%
or  20y?
och
V=0 = f(oy).
Alltsa ar

u(r,y) = Elf(o(y + W(n))] = Elf(z + ar + oW (7))]

och satsen foljer omedelbart.

Sats 5. Antag a,b € R och lat o > 0. Om g(e*) € € sa har ekvationen

%+”22'92%+a8%+bu:0
up—r =g, 0 <t <T, 5> 0

losningen
0_2
u(t,s) = " F [g(se(“*T)T+”W(T)) _

Bevis. Satt

s =¢€".
och
u(t,s) = v(t,x).
Da ar
ou B ov1
ds  Ors
och

0%u 0%v 1 ov 1

0s? 0’2  Oxs
Insattning i differentialekvationen ger
ov  o*d* % 0

v
LTI TN
ot gam tle gt =0
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Vi utnyttjar nu slutvillkoret
o(T.7) = g(e")
och far fran foregaende sats att
02
u(t,s) =v(t,z) =" F g(e“("’*T)H’”W(T))

och satsen foljer genom att utnyttja att s = e”.

Vi avslutar detta kapitel med nagra samband mellan slumpvandring och
numeriska metoder for varmeledningsekvationen.
Om funktionen f € £ sa har ekvationen

Ou 4 020% _
{ up—r = f,0< t<T,x € R

enligt sats 4 losningen
u(t,z) = E[f(z +oW(7))]

dér 7 =T — t. Antag nu att (X;), &r en ii.d. sadan att

Satt
h=rt1/N

och notera att den stokastiska variabeln
N
VY X,
j=1

approximativt ar N (0, 7)-fordelad enligt centrala grénsvérdessatsen. Efter-
som W(r) € N(0,7) foljer att funktionen

v(t,z) =F

flz+ (I\/EZXJ']
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approximerar funktionen (¢, z) for stora N. Vi skall visa att en viss differ-
ensmetod for numerisk losning av varmeledningsekvationen leder till samma
formel.

Betrakta varmeledningsekvationen

ou N o? 0%u
ot 2 0x?

Vi kommer att utnyttja approximationerna

ou u(t,r) —u(t — At, x)
—(t,x) =
8.7:( ) At
och
8211,(t ) u(t,r + Az) — 2u(t,z) +u(t,r — Ax)
—(t,x) ~
AT (Az)?

och ersatter darefter funktionen v med ». Vi far darfor

v(t,z) —v(t — At, x)

At
+02 v(t, x4+ Azx) — 2u(t,z) + v(t,x — Azx) 0
2 (Ax)? B
Genom att satta
o At
K=—
2 (Ax)?

sa foljer att
v(t,x) —o(t — At,z) + k(v(t,z + Ax) — 20(t,z) +v(t,x — Ax)) =0
dvs
v(t — At,x) = ko(t, o + Azx) + (1 — 2r)v(t, ) + Kko(t, z — Ax).

Héar finns mojlighet till sannolikhetsteoretiska tolkningar for alla x € ]0, 1] :

2
Vi koncentrerar oss pa fallet k = % Med beteckningarna

At = h och Az = oVh

erhalls

1 1
v(t —h,z) = 57)(75, z+ovVh) + 57)(75, z — oVh)
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eller
1 1
v(t,r) = 57)(7? +h,x+oVh) + 57)(75 +h,x — oVh)

dvs

v(t,r) = F [7)(75 +h,x+ (I\/EX])] :
Upprepning ger
o(t.2) = B ot +2h, 2+ oVA(X1 + X))

och till slut
v(t,x) = F

o(T, z + a\/EZXj)] :

Med slutvillkoret

o(T,x) = f(x)
far vi nu N
v(t,x) =FE | f(x + U\/EZXy)] :
j=1
évningar

1. Tva reellvirda stokastiska variabler X och Y har ha samma férdelning

dvs
P Xell=P|Y €]

for varje delintervall I av reella tallinjen. Visa att
P[X e Al=P|Y € A
da A ar en dndlig union av intervall.

2. Dereellvarda stokastiska variablerna X, & = 1, ..., n, ar vara stokastiskt
oberoende dvs

PX,el,. X,el,]= HP[Xk € I
k=1
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for alla delintervall Iy, ..., I,, av R. Visa att

PIX) € Ay, ... X, € A, = [[ P[X) € 4]

k=1

da varje mangd Aq, ..., A, ar en andlig union av intervall.
. Antag att X;,..., X, ar stokastiskt oberoende och

E [X,ﬂ <oo, k=1,..,n.
Visa att

Var(z Xj) = Var(Xp).

. Antag att de stokastiska variablerna X, € N(ay,0%), k = 1,...,n, ar
stokastiskt oberoende. Visa att Y ,_, X, € N3y, ey D p_, 01).

. Visa att |Cov(X,Y)|< /Var(X)y/Var(Y).
. Visa att —1 <Cor(X,Y) < 1.

. Antag att de stokastiska variablerna X och Y ar stokastiskt oberoende
och likformigt fordelade i intervallet [0, 1]. Visa att de stokastiska vari-

ablerna |/21In + cos(27Y) och /2 In + sin(27Y") &r stokastiskt oberoende
och att bada tillhor klassen N(0,1).

. Antag att den stokastiska variabeln X har en Gaussisk fordelning med
vantevardet noll. Visa att

E [efx] — e%E[XQ]

. Lat X, Y € N(0,1) vara stokastiskt oberoende. Visa att
¢ max(X,X+Y) &2 1 g

E[e : ]:e <I>(£)+§e2,£€R.

. Antag X € N(a,0?) och K > 0. Berdkna

E [max(0,e’ — K)] .

for alla reella tal .
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11.

12.

13.

14.

15.

Visa att &(x) =1~ &(—x), z € R, och

E 1)e*m2/2 1e /2
ro a3 \or T Vo7 S

Visa att

Antag X € N(0,1) och sétt
Y = Xljxj<q — X1jx|>)

dér ¢ ar ett givet positivt tal. a) Visa att Y € N(0,1). b) Vilj ¢ sa att
X och Y ar okorrelerade. Visa for detta véirde pa c att

P[X>c¢Y >c=0#£P[X >P[Y >

och dra slutsatsen att X och Y ej ar stokastiskt oberoende. c¢) Man
hor ibland talas om att okorrelerade Gaussiskt fordelade stokastiska
variabler ar stokastiskt oberoende. Hur bor detta pastaende formuleras
for att vara sant?

Antag X ér en log-normal stokastisk variabel sadan att In X € N(0, 1).
a) Bestdm frekvensfunktionen fx for X. b) Sitt

(z) = fx(x)(1+sin(2rInz)), = >0,
g\*) = 0, for ovriga reella varden pa x.

Visa att g(x) > 0 och att

./Ooc g (n)da = ./Ooc o Fy (o) da

for alla £ € N. (Det existerar alltsa en stokastisk variabel Y sadan att
fv # fx och E[p(Y)] = E[p(X)] for alla polynom p(z).)

Betrakta ett aktiepris
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16.

17.

1 Bachelier-Samuelsons modell. Satt

X, =1 S(i(k)l)’ k=1,..n,
X-1%"x,
L
och .
I (X — X)?
n—1 —
Visa att
E [X} =«
och
E [32} = o2

En reellvard stokastisk variabel X ar Cauchyfordelad med parame-
trarna o« € R och > 0 om

1 /0 Bdx
P[a<X<b]:;/am,allaa<b,

for 5> 0o0ch P[X =a] =1 for § =0 (detta forkortas X € C(a, )).

a) Antag att den stokastiska variabeln X &r likformigt fordelad i in-
tervallet [—1,1]. Visa att tan(7X) € C(0,1).

272
b) Antag att de stokastiska variablerna X,Y € N(0,1) &r stokastiskt
oberoende. Visa att X € C(0,1).

Lat (X;)7_, vara en i.i.d. Antag V() ar kontinuerlig for 0 <# <1 och

affin i varje intervall 1 < ¢ <2 k=1 .. n, samt V,(0) = 0. Rita i
samma figur tva realisationer av processen (V,,(t))o<i<1, da

a) )
k 1
Vn_ = X‘, I{;Zl,...,

och X; € N(0,1). I bada fallen viljs n = 1000.
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18.

19.

20.

21.

22.

och X; € C(0,1) (se féregaende uppgift). T bada fallen véljs n = 1000.

Satt X(0) = 0 och X(t) = tW (), t > 0. Visa att (X(t));> 4r en

normaliserad Wienerprocess.

Lat A C ) vara en handelse och satt

1) = {

Visa att E[14] = P[A].

1, we A,
0, w¢ A.

Antag den stokastiska variabeln X uppfyller

E[X?] < oo,

Visa att
PIIX |24 <

E[X?]

, € > 0.

Antag den stokastiska variabeln X uppfyller

E[X?] < oo,

Visa Chebishevs olikhet

Pl X~ E[X][>e] <

Var(X)

e2

, €>0.

Antag den stokastiska variabeln X uppfyller

E[X?] < o0.

och sitt o = F[X]. Lat Xj,..., X, vara stokastiskt oberoende obser-

vationer pa X. Visa att om X = 137" X sa galler att
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23.

24.

25.

(Monte Carlo-metoden ger en approximation av o med skattningen X (w).
Metoden anvéindes bl a av Ulam under 1940-talet for att gora berakningar
inom karnreaktorfysik och den utnyttjas fortfarande inom detta omrade.
Namnet ”Monte Carlo-metoden” brukar tillskrivas fysikern Nicholas
Metropolis. Monte Carlo metoden behandlas utforligt i den utmarkta
boken "Monte Carlo Methods” av Hammersley och Handscomb [H H]

. Monte Carlo-metoden ar en viktig numerisk metod for att berdkna
teoretiska virden for finansiella derivat.)

Berikna fol f(z)dz approximativt med Monte Carlo-metodenda a) f(x) =
x b) f(x) =sinz ¢) f(zx) = 5. Vilj forst 10* och darefter 10°
slumptal.

Antag f(z) =sin(z + 1), z € R. a) Berikna

o 2 dx
I:/ f(a:)eT\/;_ﬂ.

b) Lat Gy,...,G, € N(0,1) vara stokastiskt oberoende. Berdkna ap-
proximationer av / med Monte Carlo-skattningarna

1 n
MC, = Ekz;f(Gk)

och
n

1

MC, = o ;(f(Gk) + f(—Gy))

da bl) n = 10*. Gor tre forsok. b2) n = 10%. Gor tre forsok.

Lat X vara en stokastisk variabel med virden i R? och antag B ir en
oppen delmiingd av R, Sitt p = P[X € B]. Visa att om X, ..., X,
ar stokastiskt oberoende observationer pa X sa géller att

dar

(Monte Carlo-metoden ger en approximation av p med skattningen A, (w)).
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26. Betrakta ekvationen

du + o Ou + +b 0
—_— 4 —— (1— w =
ot 2 0x? ox

dar a,b € R och o0 > 0. Vilj a, 8 € R sa att transformationen

u(t, z) = e Py (t, )

overfor ekvationen pa formen

ov o2 0%
— + ———=0.
ot 2 0x?

27. Los ekvationen

ou 1
E
u(T, x

28. Antag f(s) =01f6r 0 < s <1 och f(s) =1 for s > 1. Los ekvationen

ou ou
ot 23e+a__“_0
uw(T,s) = f(s),0< t<T, s>0.

20
)=m

ax(0,2),0< t < T, x € R.

29. Los ekvationen

-
uw(T,s) =max(0,s), 0< t < T, s> 0.

30. Los ekvationen

ou _ 10%u
ot~ 2 0x?
u(0,z) =sinz, t >0,z € R

Berdkna ocksa 16sningen approximativt med en lamplig Monte Carlo-
metod. Gor numeriska jamforelser i specialfallet £ =4 och x =1
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