
4 Blak-Sholes di�erentialekvationI Blak-Sholes kapitalmarknadsmodell �nns en aktie oh en obligation. Ak-tiepriset S(t); t � 0; beskrivs p�a samma s�att som i Bahelier-Samuelsonsmodell dvs av en geometrisk Brownsk r�orelse med exponentiell drift: Vidaref�oruts�atts att obligationen har priset B(t) = B(0)ert vid tiden t; d�ar B(0)oh r �ar positiva konstanter.I detta kapitel skall vi arbeta i Blak-Sholes modell oh f�ors�oka priss�attaett enkelt derivat av europeisk typ som utbetalar beloppet g(S(T )) vid tidenT 2 ℄0;1[. H�ar g�aller att funktionen g(ex) 2 E dvs g �ar stykvis kontinuerligoh det existerar ett A > 0 s�a attsupx2R(e�Ajxj j g(ex) j) <1vilket i kompakt form uttryks g 2 P (jmfr engelskans "payo� funtion").Det �ar h�ar praktiskt att till�ata utbetalningsfunktioner som eventuellt kanantaga negativa v�arden (jmfr kapitel 1 oh v�ardering av terminskontrakt).Vi antar allts�a att aktiepriset ges av ekvationenS(t) = S(0)e�t+�W (t); t � 0d�ar � 2 R oh � > 0 �ar konstanter oh (W (t))t�0 som vanligt beteknaren normaliserad Wienerproess med kontinuerliga trajektorier: Fr o m nubeteknar t dagens datum oh i den f�oljande diskussionen f�oruts�atts att t <T . Vi kan skrivaS(�) = S(t)e�(��t)+�(W (�)�W (t)) ; t � � � T:S�att � = T � t: Eftersom proesserna(W (�)�W (t))t���Toh (p�W (�� t� ))t���T�ar ekvivalenta i f�ordelning kan det antas attS(�) = S(t)e�(��t)+�p�W (��t� ); t � � � T:63



Vi v�aljer nu f�orst ett N 2 N+ oh de�nierar h = �=N ohtn = t+ nh; n = 0; 1; :::; N:I n�asta steg approximeras proessen(p�W (�� t� ))t���Tmed proessen (p�WN(�� t� ))t���Td�ar WN de�nieras i kapitel 3. Det g�aller att proessen (WN(�))��0 har kon-tinuerliga samplefunktioner, som �ar aÆna i varje intervall � nN ; n+1N � ; n =0; 1; 2; :::; samt WN ( nN ) = 1pN nXk=1 Xkd�ar f�oljden (Xk)Nk=1 �ar en i.i.d. ohP [X1 = 1℄ = P [X1 = �1℄ = 12 :H�arigenom f�ar vi ett approximativt aktieprisSN (�) = S(t)e�(��t)+�p�WN (��t� ); t � � � T:Observera att proessen(�(�� t) +p�WN(�� t� ))t���T�ar aÆn i varje intervall av typen[tn; tn+1℄ ; n = 0; :::; N � 1oh att SN(tn) = S(t)e�nh+�phPnk=1Xk ; n = 0; 1; :::; N(vi f�oljer h�ar konventionen att en summa med mindre �ovre summationsindex�an undre �ar lika med noll).Vi skall i n�asta steg f�ors�oka motivera ett rimligt teoretiskt v�arde f�orderivatet ovan. Resonemanget bygger bl a p�a f�oljande f�oruts�attningar:64



(a) derivathandel f�orekommer endast vid tidpunkterna t; t1; :::; tN�1; T(b) l�amplig regularitet f�or approximerande optionspriser.S�att ~S(n) = SN(tn)s�a att ~S(n+ 1) = ~S(n)e�h+�phXn+1 :Vi de�nierar oks�a ~B(n) = B(tn)s�a att ~B(n+ 1) = ~B(n)erh:Med dessa betekningar som bakgrund betraktas en �ktiv tidsdiskret kap-italmarknad best�aende av en aktie med priset ~S(n) vid tiden n, en obligationmed priset ~B(n) vid tiden n oh ett derivat i aktien som utbetalar beloppetg( ~S(N)) vid tiden N: Vi �ar allts�a tillbaka i binomialmodellen. H�ar g�aller atttidsvariabeln n 2 f0; 1; :::; Ng, u = �h+ �phoh d = �h� �ph:Antag vidare fr o m nu att N �ar s�a stort att�h+ �ph > rh > �h� �phs�a att modellen saknar arbitrage. L�at V (n) betekna derivatets teoretiskav�arde vid tiden n oh de�nieraV u(n + 1) = V (n+ 1)jXn+1=+1oh V d(n+ 1) = V (n + 1)jXn+1=�1:Binomialmodellen ger rekurrensekvationenV (n) = e�rh(quV u(n + 1) + qdV d(n + 1))65



d�ar qu = erh � e�h��phe�h+�ph � e�h��phoh qd = 1� qu: Eftersom v�art �nansiella derivat �ar av enkel typ visar resul-taten i kapitel 2 att V (n) �ar en deterministisk funktion av n oh ~S(n) s�a vikan skriva V (n) = v(t+ nh; ~S(n)):Observera h�ar att V = VN oh v = vN : Subindexet N utesluts ofta i detf�oljande.Vi g�ar nu vidare oh inf�or betekningen s = ~S(0) = S(0): S�atts n = 0 irekurrensekvationen ovan f�ar vi likhetenv(t; s)erh = quv(t+ h; se�h+�ph) + qdv(t + h; se�h��ph):Vidare g�aller att qu = e(r��)h � e��phe�ph � e��ph= 12 1 + (r � �)h� 1 + �ph� 12�2h+ o(h)�ph+ o(h) ; h! 0oh efter f�orenkling erh�allsqu = 12 1 + (r � �� �22 )ph� + o(ph)1 + o(ph)= 12 + (r � �� �22 )ph2� + o(ph); h! 0(skrivs�attet f(h) = o(g(h)); h ! 0; betyder att f(h)=g(h) ! 0 d�a h ! 0).Allts�a �ar qd = 12 � (r � �� �22 )ph2� + o(ph); h! 0:Funktionen v = vN har en �andlig de�nitionsm�angd oh beror av N 2 N+.Vi antar nu att denna funktions de�nitionsomr�ade kan utvidgas till omr�adet[t; T [ �R s�a att utvidgningen blir en g�ang kontinuerligt deriverbar i f�orstavariabeln (som beteknas med t) oh tv�a g�anger kontinuerligt deriverbar i66



andra variabeln (som beteknas med s) oh s�a att denna funktions beroendeav N kan f�orsummas f�or stora N: Detta medf�or attv(t+ h; se�h+�ph) = v(t; s) + �v�t (t; s)h+ �v�s (t; s)s(e�h+�ph � 1)+12 �2v�s2 (t; s)s2(e�h+�ph � 1)2 + o(h); h! 0:Allts�a g�aller attv(t+ h; se�h+�ph) = v(t; s) + �v�t (t; s)h+ �v�s (t; s)s((� + �22 )h+ �ph)+12 �2v�s2 (t; s)s2�2h+ o(h); h! 0:P�a liknande s�att f�asv(t+ h; se�h��ph) = v(t; s) + �v�t (t; s)h+ �v�s (t; s)s((� + �22 )h� �ph)+12 �2v�s2 (t; s)s2�2h+ o(h); h! 0:Vi utnyttjar nu att erh = 1 + rh+ o(h); h! 0oh ins�attning i ekvationenv(t; s)erh = quv(t+ h; se�h+�ph) + qdv(t+ h; se�h��ph)ger v(t; s)(1 + rh) + o(h)= qu�v(t; s) + �v�t (t; s)h+ �v�s (t; s)s((� + �22 )h+ �ph) + 12 �2v�s2 (t; s)s2�2h�+qd�v(t; s) + �v�t (t; s)h+ �v�s (t; s)s((�+ �22 )h� �ph) + 12 �2v�s2 (t; s)s2�2h�d�a h! 0: Efter f�orenkling erh�allsv(t; s)rh+ o(h) =�v�t (t; s)h+ �v�s (t; s)s((�+ �22 )h + (qu � qd)�ph) + 12 �2v�s2 (t; s)s2�2h67



d�a h! 0. Vidare g�aller att(�+ �22 )h+ (qu � qd)�ph = (� + �22 )h+ 2(r � �� �22 )ph2� �ph+ o(h)= rh+ o(h); h! 0(parametern � f�orsvinner!) oh det f�oljer attv(t; s)r = �v�t (t; s) + �v�s (t; s)sr + 12 �2v�s2 (t; s)s2�2:Denna partiella di�erentialekvation, som kommer fram i Blaks oh Sholespublikation [BS℄ fr�an 1973, kallas Blak-Sholes di�erentialekvation oh brukarskrivas �v�t (t; s) + �2s22 �2v�s2 (t; s) + rs�v�s (t; s)� rv(t; s) = 0; 0 � t < T(se oks�a Mertons publikation [MER2℄). V�art ursprungliga derivat uppfylleroks�a slutvillkoret v(T; s) = g(s):I sats 5, kapitel 3, kom vi fram till att denna ekvation har l�osningenv(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))id�ar � = T � t: Det ursprungliga derivatets teoretiska v�arde vid tiden tde�nieras d�arf�or lika med v(t; S(t)): Detta pris kallas f�or Blak-Sholes prisf�or det aktiella derivatet. Det kan p�apekas ytterligare en g�ang att detta prisinte beror p�a log-prisets driftskoeÆient �. Blak-Sholes prisformel g�aller�aven f�or t = T d�a � = 0:Vi sammanfattar ovanst�aende i f�oljande viktiga de�nition.De�nition 1. Antag g 2 P. Ett enkelt derivat av europeisk typ som utbe-talar beloppet Y = g(S(T )) slutdagen T har det teoretiska v�ardet �Y (t) =v(t; S(t)) vid tiden t; d�arv(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))i68



oh � = T � t:S�atts M�(�) = e��22 �+�W (�)f�or � > 0 oh � � 0 s�a f�oljer att funktionen v(t; s) i de�nition 1 ges avv(t; s) = e�r�E [g(ser�M�(�))℄ :Om vi g�ar tillbaka till h�arledningen av Blak-Sholes di�erentialekvationoh f�oljer funktionerna hS oh hB i den diskreta modellen till gr�ans (N !1)s�a f�ar vi med samma betekning f�or gr�ansv�ardena atthS(t) = �v�s (t; S(t))oh v(t; S(t)) = hS(t)S(t) + hB(t)B(t):H�ogra ledet kan tolkas som ett innehav i aktien oh obligationen som i varjetidpunkt har samma v�arde som optionen. Portf�oljstrategin kr�aver en initialinvestering men borde i �ovrigt vara "sj�alv�nansierande" eftersom den approx-imerande tidsdiskreta portf�oljstrategin �ar sj�alv�nansierande. Att reda uppmotsvarande de�nitioner ordentligt i kontinuerlig tid kr�aver stokastisk kalkyloh faller utom ramen f�or denna kurs. Om v(t; S(t)) 6= 0 kan ekvationen1 = hS(t)v(t; S(t))S(t) + hB(t)v(t; S(t))B(t)tolkas som en relativ portf�olj i aktien oh obligationen. Om S(t) = s s�a �ardet relativa aktiev�ardet lika med�v�sv s = �vv�ss (symboliskt):Detta uttryk brukar kallas optionsprisets elastiitet med avseensde p�a ak-tiepriset.Antag gi 2 P, i = 1; :::; m; oh l�at ai; i = 1; :::; m; vara �xa reella tal.Om mXi=1 aigi(ex) � 0; alla x 2 R69



s�a f�oljer att VA(t) = e�r�E " mXi=1 aigi(ser�M�(�))# � 0:Notera att detta medf�or attp(t; s;K;T ) = Ke�r� � s+ (t; s;K;T ):.Sats 1. En europeisk k�opoption med slutdagen T oh l�osenpriset K harv�ardet (t; S(t); K) vid tiden t < T d�ar(t; s;K) = s�(d1)�Ke�r��(d2);d1 = ln sK + (r + �22 )��p�oh d2 = ln sK + (r � �22 )��p� :En europeisk s�aljoption med slutdagen T oh l�osenpriset K har v�ardet p(t; S(t); K)vid tiden t < T d�arp(t; s;K) = Ke�r��(�d2)� s�(�d1):Antag A �ar ett delintervall av reella tallinjen oh de�niera1A(x) = � 1; x 2 A0; x =2 A:I beviset f�or sats 1 utnyttjar vi skrivs�attetE [f(X);X 2 A℄ = E [f(X)1A(X)℄d�ar X �ar en rellv�ard stokastisk variabel oh f : R! [0;1[ �ar kontinuerlig.
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Bevis av sats 1. De�nition 1 ger att(t; s;K) = e�r�E hmax(0; se(r��22 )���p�G �K)id�ar G �ar en N(0; 1)-f�ordelad stokastisk variabel (kom ih�ag att G oh �G harsamma f�ordelning). H�arav f�oljer att(t; s;K) = e�r�E "se(r��22 )���p�G �K; G � ln sK + (r � �22 )��p� #oh d�armed �ar(t; s;K) = e�r� nE hse(r��22 )���p�G; G � d2i�K�(d2)o :Vidare �are�r�E hse(r��22 )���p�G; G � d2i = s Zx�d2 e��22 ���p�x�x22 dxp2�d�ar h�ogra ledet �ar lika meds Zx�d2 e� (�p�+x)22 dxp2� = s�(�p� + d2) = s�(d1):S�aljoptionens v�arde kan h�arledas p�a liknande s�att. Alternativt kan viutnyttja att p(t; s;K) = Ke�r� � s+ (t; s;K)oh h�ar s�atta in Blak-Sholes k�opoptionspris. Det avslutar beviset f�or sats1. Sats 1 kan �aven anv�andas f�or vissa valutaberoende �nansiella derivat.Som ett exempel antar vi att dollarkusen i kr �ar lika med �(t) vid tiden t ohbetraktar r�attigheten, men ej skyldigheten, att f�a k�opa en dollar f�or K kr vidtiden T . Vi m�oter allts�a h�ar ett kontrakt av europeisk typ med utbetalningenY = max(0; �(T )�K)71



vid tiden T: En dollar skiljer sig myket fr�an en aktie. T ex �ar ett dollarl�an ejgratis ens p�a en friktionsfri marknad. Trots detta kan det aktuella kontraktetv�arderas med hj�alp av sats 1. Om vi antar att den amerikanska marknadenerbjuder en obligation med priset Ba(t) = Ba(0)erat vid tiden t; d�ar r�antanra �ar en positiv konstant, s�a kan vi uppfattaS(t) = Ba(t)�(t); t � 0som prisproessen f�or ett svenskt v�ardepapper (med historiska vekonoteringarf�or dollarkursen under de senaste 12 �aren skattar vi volatiliteten f�or dol-larkursen i kr till ungef�ar 10.4% per �ar). Vi kan nu skrivaY = Ba(T )�1max(0; S(T )� Ba(T )K)oh f�ar att optionens v�arde v(t) vid tiden t < T ges avv(t) = Ba(T )�1(t; S(t); Ba(T )K);T )= Ba(T )�1 �Ba(t)�(t)�(D1)� Ba(T )Ke�r��(D2)�d�ar � = T � t; D1 = ln Ba(t)�(t)Ba(T )K + (r + �22 )��p�= ln �(t)K + (r � ra + �22 )��p�oh D2 = ln �(t)K + (r � ra � �22 )��p� :Efter n�agon f�orenkling f�oljer attv(t) = �(t)e�ra��(D1)�Ke�r��(D2)(se Garman oh Kohlhagen [GK℄). Optionen att f�a s�alja en dollar f�or Kkr vid tiden T kan behandlas p�a liknande s�att. Optionen att f�a k�opa enIBM-aktie till ett f�oreskrivet belopp i kr ett givet framtida datum kan intebehandlas lika enkelt. Detta derivat beror p�a tv�a brusk�allor, en fr�an valu-takursen oh en fr�an aktien oh behandlas i kapitel 5.Sats 1 kan �aven anv�andas f�or att v�ardera k�opoptioner p�a terminskontrakt.Antag t < T < T1 oh betrakta ett �nansiellt derivat som vid tiden T dels ger72



innehavaren ett nyteknat terminskontrakt i aktien med leverans vid tidenT1; dels ett belopp av storlekenY = max(0; ST1term(T )�K):Kom ih�ag att ett terminskontrakt �ar v�ardel�ost vid teknandet oh attY = er(T1�T )max(0; S(T )�Ke�r(T1�T )):Det aktuella kontraktet har d�arf�or vid tiden t < T v�ardeter(T1�T )(t; S(t); Ke�r(T1�T );T )= er(T1�T )(S(t)�(ln S(t)Ke�r(T1�T ) + (r + �22 )(T � t)�pT � t )�Ke�r(T1�T )e�r(T�t)�(ln S(t)Ke�r(T1�T ) + (r � �22 )(T � t)�pT � t ))= e�r(T�t)8<:ST1term(t)�(ln ST1term(t)K + �22 (T � t)�pT � t )�K�(ln ST1term(t)K � �22 (T � t)�pT � t )9=; :Detta uttryk kallas "Blak-76 formel" [B℄ :�Overensst�ammer Blak-Sholes optionspris med marknadens priser? L�atoss betrakta en given k�opoption. En kalkyl visar att��� = �p�� = s�0(d1)p� = se�d21=2r �2� > 0:Vidare g�aller att lim�!0+ (t; s;K) = max(0; s�Ke�r� )oh lim�!1 (t; s;K) = s:Om t < T; s = S(t) ohmax(0; s�Ke�r� ) < optionens marknadspris vid tiden t < s73



(vilket �ar h�ogst sannolikt) s�a kan d�arf�or � skattas s�a att det teoretiska option-spriset �ar lika med marknadspriset vid tiden t. Denna skattning av standard-avvikelsen kallas f�or den impliita standardavvikelsen f�or aktiepriset (relativtden givna k�opoptionen). Den impliita standardavvikelsen �ar typiskt en ike-konstant funktion av tiden oh uppvisar likheter med en stokastisk proess.Som funktion av l�osenpriset �ar den impliita standardavvikelsen f�or �xt t oftaen konvexliknande funktion med ett minimum n�ara aktiepriset ("volatilitywith a smile"). Dessa fenomen �ar inte konsistenta med Blak-Sholes teori.En del forskare inom optionsomr�adet har h�avdat att avvikelserna mellan teo-retiska priser oh marknadspriser i regel �ar sm�a oh f�orsumbara. Efter detstora b�orsraset 1987 har emellertid avvikelserna blivit tydligare. Det �nnsidag teorier som postulerar olika typer av stokastisk voltilitet f�or att f�a enb�attre �overensst�ammelse mellan teoretiska optionspriser oh marknadspriser.F�or ett sp�annande bidrag inom detta omr�ade h�anvisas till Fouques, Papan-iolaous oh Sirars bok "Derivatives in Finanial Markets with StohastiVolatility" [FPS℄.Det �ar naturligt i en s�adan h�ar framst�allning att s�aga �atminstone n�agotom amerikanska kontrakt i kontinuerlig tid fast�an �amnet kr�aver myket mermatematik �an vi kan f�oruts�atta h�ar f�or att bli ordentligt belyst. Resultateni kapitel 1 visar att amerikanska k�opoptioner utan utdelning i den bakom-liggande aktien v�arderas som motsvarande europeiska kontrakt. F�or denamerikanska s�aljoptionen �nns idag ingen k�and analytiskt given prisformel.Om v(t; S(t)) beteknar v�ardet vid tiden t f�or en amerikansk s�aljoption medl�osenpriset K oh slutdagen T s�a g�aller att v uppfyller Blak-Sholes di�er-entialekvation i ett fr�an b�orjan ok�ant omr�ade av typenD = f(t; s); s > b(t); 0 � t < Tgd�ar b �ar en v�axande, kontinuerligt deriverbar funktion s�adan attlimt!T� b(t) = K:Som vanligt, d�a ej annat s�ags, antags att aktien inte ger n�agon utdelningunder optionens l�optid. Vidare g�aller attv(t; s) > max(K � s; 0); (t; s) 2 D;v(t; s) = max(K � s; 0); (t; s) 2 �Doh dvds (t; b(t)+) = �1; 0 � t < T:74



Det �ar optimalt att l�osa in optionen om S(t) < b(t): Den kritiska randen s =b(t) beskrivs ej heller av n�agot k�ant analytiskt uttryk. Det �nns expliitaprisformler f�or den amerikanska s�aljoptionen i termer av den kritiska randen[CJM ℄. Om T ! +1 f�ar optionen o�andlig l�optid ("perpetual option"). L�atv = v(s) vara v�ardet f�or r�attigheten, men ej skyldigheten, att s�alja aktientill priset K vid varje tidpunkt i framtiden. D�a g�aller att�2s22 d2vds2 + rsdvds � rv = 0; s > bd�ar den kritiska randen s = b �ar oberoende av tiden t: Denna Eulerekvationhar de linj�art oberoende l�osningarna v = s oh v = s� d�ar = 2r�2 :Den f�orsta l�osningen �ar ej begr�ansad d�a s ! 1 oh saknar intresse h�ar.Antag d�arf�or v = As� . Om s = b g�aller attv(s) = K � soh dvds (s) = �1varf�or s = b = K1 + oh A = b(K � b) = bK1 +  :H�arav f�oljer att v(s) = K1 +  �bs� ; s > b:F�or mer information om den amerikanska s�aljoptionen h�anvisas till [CJM ℄ ; [MY ℄oh [WDH℄.Enkla europeiska kontrakt �ar ganska l�atta att behandla numeriskt. Be-trakta f�orst ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalningsfunktioneng. Vi kan best�amma dess teoretiska v�arde exakt med hj�alp av sats 1 ohn�agon numerisk metod f�or ber�akning av integraler i en dimension. Vi kanoks�a best�amma optionens approximativa v�arde v(t; S(t)) vid tiden t med75



den binomialapproximation som ledde till de�nitionen av Blak-Sholes op-tionspris. Med betekningar som ovan erh�alls f�orst attv(tN ; se(N�2j)�ph) = g(se(N�2j)�ph); j = 0; 1; :::; Noh sedan suessivt f�or n = N � 1; N � 2; ::::; 1; 0; attv(tn; se(n�2j)�ph) = e�rh(quv(tn+1; se(n+1�2j)�ph) + qdv(tn+1; se(n�1�2j)�ph))f�or j = 0; 1; :::; n d�ar qu = erh � e��phe�ph � e��phoh qd = 1� qu: Vi har allts�a valt driftskoeÆienten � f�or log-priset lika med0 (jmfr [H℄).Som numerisk illustration betraktar vi f�orst europeiska k�opoptioner i enaktie vars pris har volatiliteten 20 proent per �ar oh aktiekursen 40 kr idetta �ogonblik. R�antan antages vara 5 proent per�ar (dvs den kontinuerligar�antan �ar ln 1:05 proent per �ar). De teoretiska priserna f�or k�opoptionernaber�aknas exakt med hj�alp av sats 1. Som j�amf�orelse ber�aknas i n�agra spe-ialfall k�opoptionsv�arden med binomialapproximationen f�or N = 5; N = 20oh N = 50. exakta v�arden N = 5Kn� 1=12 4=12 7=1235 5:15 5:76 6:4040 1:00 2:17 3:0045 0:02 0:51 1:10 Kn� 1=12 4=12 7=1235 5:14 5:77 6:4540 1:05 2:26 3:1245 0:02 0:54 1:15N = 20 N = 50Kn� 1=12 4=12 7=1235 5:15 5:77 6:3940 0:99 2:14 2:9745 0:02 0:51 1:11 Kn� 1=12 4=12 7=1235 5:15 5:76 6:4040 1:00 2:16 2:9945 0:02 0:51 1:11Om vi simulerar 1 miljon Gaussiska slumptal oh ber�aknar motsvarandek�opoptionsv�arden med Monte Carlo-metoden f�ar vi i enskilda f�ors�ok f�oljandej�amf�orelser: 76



exakta v�arden 106 slumptalKn� 1=12 4=12 7=1235 5:15 5:76 6:4040 1:00 2:17 3:0045 0:02 0:51 1:10 Kn� 1=12 4=12 7=1235 5:15 5:75 6:4040 1:00 2:17 3:0045 0:02 0:51 1:11F�or ett enkelt amerikanskt kontrakt med utbetalningsfunktionen g kandet vara optimalt att l�osa in kontraktet f�ore slutdagen. Med binomialap-proximation g�aller liksom f�or motsvarande europeiska kontrakt attv(tN ; se(N�2j)�ph) = g(se(N�2j)�ph); j = 0; 1; :::; N:D�arefter ber�aknas suessivt f�or tidpunkterna tn; n = N�1; N�2; ::::; 2; 1; 0;optionspriserna v(tn; se(n�2j)�ph)= max(g(se(n�2j)�ph); e�rh(quv(tn+1; se(n+1�2j)�ph)+qdv(tn+1; se(n�1�2j)�ph)))f�or j = 0; 1; :::; n: Som numerisk illustration v�aljer vi en amerikansk s�aljoptioni en aktie vars pris har volatiliteten 20 proent per �ar oh som just nu harv�ardet 40 kr. R�antan antages som ovan vara 5 proent per�ar. F�or l�osenprisetK = 45 oh tidsl�angden � = 4=12 till slutdagen erh�alls s�aljoptionsv�ardet5:08 om N = 25 oh 5:09 om N = 50; 75 ; 100 oh 150: F�or motsvarande eu-ropeiska s�aljoption �ar v�ardet 4:78. Om ist�allet � = 1=12 blir det amerikanskas�aljoptionsv�ardet 5 oh en n�armare analys visar att det �ar optimalt att l�osain optionen.Vi avslutar detta viktiga kapitel med n�agra resultat f�or exotiska optioner.Ett �nansiellt derivat som utbetalar beloppetY = g((S(t))0�t�T )vid tiden T kallas ett betingat kontrakt av europeisk typ med slutdagen T .Utbetalningen p�a slutdagen beror allts�a i allm�anhet p�a hela priskurvanS(t); t 2 [0; T ℄ :Som speialfall vill vi n�amna s�a kallade asiatiska optioner d�ar t exY = max(0; 1T Z T0 S(t)dt�K)77



eller Y = max(0; K � 1T Z T0 S(t)dt)samt s�a kallade lookbak-optioner d�ar t exY = S(T )� min0�t�T S(t)("k�op till det l�agsta priset") ellerY = max0�t�T S(t)� S(T )("s�alj till det h�ogsta priset"). OmY = 1[maxt��<T S(�)>H℄ max(0; S(T )�K)s�a har vi en s�a kallad ned-oh-ut-barri�aroption. H�ar �ar H;K > 0: En diskretupp-oh-ut-barri�aroption ger utbetalningeng(S(T1); :::; g(S(Tn)) = 1[max1�j�n�1 S(Tj)<H℄ max(0; S(T )�K))vid tiden T; d�ar T = Tn > Tn�1 > ::: > T1 > t oh d�ar H > K > 0 �ar givna.Betingade kontrakt g�ar i allm�anhet bortom Blak-Sholes di�erentialek-vation. Motsvarande disktreta versioner kan dok behandlas inom ramenf�or den teori som vi redan utveklat. Betrakta n�amligen ett kontrakt medutbetalningen g(S(T1); :::; S(Tn))slutdagen T = Tn; d�ar Tn > Tn�1 > ::: > T1. Vi antager att dagens datumt < T1: Av rent tekniska sk�al f�oruts�atts att g �ar kontinuerlig oh attsupx1;:::;xn2R(e�A(jx1j+:::+jxnj) j g(ex1; :::; exn) j) <1f�or en l�amplig positiv konstant A:Det �ar i forts�attningen praktiskt att s�attaM�(t1; t2) = e��22 (t2�t1)+�(W (t2)�W (t1))om 0 � t1 � t2: Observera att M�(0; t) =M�(t) oh attM�(t1; t2)M�(t2; t3) =M�(t1; t3); t1 � t2 � t3:78



Vid tiden Tn�1 �ar S(T1); :::; S(Tn�1) k�anda oh det aktuella aktiederivatetkan uppfattas som ett enkelt europeiskt derivat med slutdagen T oh utbet-ningen g(S(T1); :::; S(Tn�1); S(T )): Dess v�arde vid tiden Tn�1 �ar lika medvn�1(Tn�1; S(T1); :::; S(Tn�1)); d�arvn�1(Tn�1; s1; :::; sn�1)= e�r(T�Tn�1)E �g(s1; :::; sn�1; sn�1er(T�Tn�1)M�(Tn�1; T ))� :Vid tiden Tn�2 �ar S(T1); :::; S(Tn�2) k�anda oh aktiederivatet kan uppfat-tas som ett enkelt europeiskt derivat med slutdagen Tn�1 oh utbetalningenvn�1(Tn�1; S(T1); :::; S(Tn�2); S(Tn�1)): Dess v�arde vid tiden Tn�2 �ar d�arf�orlika med vn�2(Tn�2; S(T1); :::; S(Tn�2)); d�arvn�2(Tn�2; s1; :::; sn�2)= e�r(Tn�1�Tn�2)E �vn�1(Tn�1; s1; :::; sn�2; sn�2er(Tn�1�Tn�2)M�(Tn�2; Tn�1)�oh det f�oljer att vn�2(Tn�2; s1; :::; sn�2) = e�r(T�Tn�2)�E �g(s1; :::; sn�2; sn�2er(Tn�1�Tn�2)M�(Tn�2; Tn�1); sn�2er(T�Tn�2)M�(Tn�2; T )� :Om vi s�atter S(t) = s s�a f�oljer genom upprepning att derivatets v�arde vidtiden t �ar lika med v(t; S(t)) d�ar v(t; s)= e�r(T�t)E �g(ser(T1�t)M�(t; T1); :::; ser(Tn�1�t)M�(t; Tn�1); ser(T�t)M�(t; T ))� :Optionsv�ardet ges s�aledes av en integral i Rn: I till�amningar �ar n ofta avstorleksordningen 10� 100; s�a vi har ett delikat numeriskt problem. MonteCarlo-metoden �ar i regel l�angsam men ger till slut ett svar. Om m�ojligtanv�ands d�arf�or snabbare speialmetoder som kan variera starkt fr�an fall tillfall.F�or mer information om exotiska optioner h�anvisas till [J2℄ :�OvningarI nedanst�aende �ovningar i detta kapitel f�oruts�atts Blak-Sholes modelloh de standardbetekningar vi inf�ort ovan.79



1. Antag tiden m�ats i �ar oh att r�antan r = ln1:05: Betrakta en aktiemed volatiliteten � = 0:27 oh en europeisk k�opoption i aktien medslutdagen 20 mars oh l�osenpriset 100 kr. Under perioden 20 januari-20 februari stiger aktiepriset fr�an 97 kr till 112 kr. Med hur m�angaproent stiger det teoretiska optionspriset under samma period?2. L�at ' = �0 oh  = (t; s;K;T ). Visa att��s = �(d1) (Delta)�2�s2 = '(d1)s�p� (Gamma)��r = K�e�r��(d2) (Rho)��t = �s'(d1)�2p� � rKe�r��(d2) (Theta)oh ��� = s'(d1)p� (V ega):Varf�or g�aller att12�2S2Gamma + rS Delta+ Theta = r?3. Antag g 2 P oh Y = g(S(T )): S�att �Y (t) = v(t; S(t)) oh visa att�v�s (t; s) = e�r�s�� E hg(se(r��22 )�+�W (�))W (�)i�2v�s2 (t; s) = e�r�s2�� E �g(se(r��22 )�+�W (�))(W 2(�)�� �W (�)� 1� )��v�r (t; s) = e�r�E �g(se(r��22 )�+�W (�))(W (�)� � �)�oh �v�� (t; s) = e�r�E �g(se(r��22 )�+�W (�))(W 2(�)�� �W (�)� 1� )�f�or � = T � t > 0: 80



4. Ett aktiederivat av europeisk typ med slutdagen T utbetalar denna dagbeloppet g(S(T )), d�ar g 2 P. Best�am en funktion �(t; s; y) s�adan attderivatets pris vid tiden t < T �ar lika med v(t; S(t)); d�arv(t; s) = Z 10 g(y)�(t; s; y)dy:5. Antag K oh L �ar positiva konstanter.a) ("ash or nothing all") Ett europeiskt derivat i aktien utbetalaringenting om aktiepriset understiger K slutdagen T oh i annat fallutbetalar derivatet beloppet L denna dag. Best�am derivatets v�ardevid tiden t:b) ("asset or nothing all") Ett europeiskt derivat i aktien utbetalaringenting om aktiepriset understiger K slutdagen T oh i annat fallutbetalar derivatet beloppet S(T ) denna dag. Best�am derivatets v�ardevid tiden t:6. (Speiell "as you like it" option eller "hooser" option) L�at t < T <T1 oh K > 0: Ett �nansiellt derivat ger innehavaren r�attigheten, menej skyldigheten, att vid tiden T v�alja antingen en europeisk k�opoption iaktien med slutdagen T1 oh l�osenpriset K eller en europeisk s�aljoptioni aktien med slutdagen T1 oh l�osenpriset K: Best�am derivatets v�ardevid tiden t:7. Visa att �2��2 = sd1d2� '(d1)p�oh dra slutsatsen att funktionen � ! (t; s;K;T ) �ar en konvex funk-tion i intervallet ℄0; �0℄ oh en konkav funktion i intervallet [�0;1[ ,d�ar �0 =r2� j ln ser�K j:8. Ett �nanasiellt derivat av Europeisk typ ger innehavaren beloppet 1slutdagen T om S(T ) � K oh i motsatt fall erh�aller innehavareningenting. Antag t < T oh l�at v(t; S(t)) betekna derivatets pris vidtiden t: F�or vilket v�arde p�a s �ar �(s) = v0s(t; s) minimal?9. Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar slutdagen T beloppet Y =os2(lnS(T )): Best�am derivatets pris vid tiden t � T:81



10. En forwardstartande akties�aljoption av europeisk typ utbetalar belop-pet max(0; S(T0) � S(T )) slutdagen T: Best�am s�aljoptionens pris vidtiden t0:11. Antag X 2 N(�; �2); d�ar � > 0; oh s�att Y = eX . Visa attE [min(K; Y )℄= E [Y ℄ �(ln KE[Y ℄ � �22� ) +K�(ln E[Y ℄K � �22� )f�or alla K > 0:12. S�att g(�) = (t; 1; 1;T ) d�a T � � = T � t � 0 oh observera att(t; s; s;T ) = sg(T � t): Nedan antages att 1=T + 2r + �2=4 � r2=�2:a) Visa att g �ar konkav oh g(0) = 0:Dra slutsatsen att g(��) � �g(�);0 � � � 1; 0 � � � T: Rita slutligen grafen f�or funktioneny = g(�); 0 � � � T d�a T = 1; � = 0:25 oh r = ln 1:05:b) L�at t � t� < T . Ett derivat i aktien utbetalar max(0; S(T )�S(t�))vid tiden T: Visa att derivatets teoretiska v�arde vid tiden t �ar likamed S(t)g(T � t�):) ("tandem option") L�at � = T � t > 0 oh s�att tj = t + jn�; j =0; :::; n d�ar n 2 N+. Ett derivat utbetalar max(0; S(tj)� S(tj�1))vid tiden tj f�or j = 1; :::; n: Visa att derivatets teoretiska v�ardevid tiden t �ar lika med nS(t)g(�=n) oh dra slutsatsen att dettav�arde ej understiger (t; S(t); S(t);T ):13. Visa att ett enkelt derivat av europeisk typ i aktien med utbetalnings-funktionen g 2 P oh slutdagen T har v�ardet v(t; STterm(t)) vid tiden td�ar v(t; sterm) = e�r�E hg(sterme��22 �+�W (�))id�ar G 2 N(0; 1):14. Ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalningsfunktionen g 2 Poh slutdagen T har v�ardet v(t; S(t)) vid tiden t d�arv(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))i :Visa att v(t; s) �ar en konvex funktion av s om g �ar en konvex funktion.82



15. Ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalningsfunktionen g 2 Poh slutdagen T har v�ardet v(t; S(t)) vid tiden t d�arv(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))i :Antag g �ar konvex oh g(0+) = 0: Visa att v(t; s) � g(s): (Ledning:Jensens formel, Appendix.)16. En funktion f : ℄a; b[! ℄0;1[ s�ages vara log-konvex om ln f �ar konvex.a) Visa att funktionen f : ℄a; b[ ! ℄0;1[ �ar log-konvex om oh endastom funktionen f(x) exp(x); a < x < b; �ar konvex f�or alla reella tal :b) Visa att summan av tv�a log-konvexa funktioner �ar log-konvex.17. Ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalningsfunktionen g 2 Poh slutdagen T har v�ardet v(t; S(t)) vid tiden t d�arv(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))i :Antag funktionen g endast antager positiva v�arden oh att funktionenln g(ex) �ar en konvex funktion av x: Visa att optionsprisets elastiitetmed avseende p�a aktiepriset �ar en v�axande funktion av aktiepriset s:18. En amerikansk s�aljoption i aktien med slutdagen T oh l�osenpriset Khar det teoretiska priset P (t; S(t); K;T ) vid tiden t: Antag � = 0:25;r = ln1:05; t = 0; T = 1=6; oh K = 45: Rita grafen f�or funktioneny = P (s) = P (t; s;K;T ); 35 � s � 54: Rita i samma koordinatsystemgrafen f�or funktionen y = max(0; K � s); 35 � s � 54.19. Antag g 2 P oh v(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))id�ar � = T � t: Visa attv(t; s) = e�r��E hv(t�; se(r��22 )��+�W (��))if�or t � t� � T d�ar �� = t� � t: (Ledning: Om G;G0 2 N(0; 1) �arstokastiskt oberoende s�a g�aller att p��G+pT � t�G0 2 N(0; �):)83



20. a) Antag Y; V 2 L2(P ); d�ar V ej �ar konstant oh E [V ℄ = �V : L�at� 2 R: Visa att Var(Y� �(V � �V )) �ar minimal om� = Cov(Y; V )Var(V ) :b) De�niera Y = f(X) = e�r� max(0; seX �K)d�ar X 2 N((r � �22 )�; �2�) oh d�ar r; s;K; � oh � > 0 �ar positivakonstanter (med standardbetekningar fr�an Blak-Sholes modell g�alleratt (t; s;K;T ) = E [Y ℄): S�att V = eX oh ber�akna�0 = Cov(Y; V )Var(V ) :) Ber�akna (0; 100; 105; 1=12) i fallet r = ln 1:05 oh � = 0:3:d) L�atX1; :::; Xn vara stokastiskt oberoende observationer p�a den stokastiskavariabeln X i del b) oh s�attYi = f(Xi); i = 1; :::; n;Vi = eXi ; i = 1; :::; n;�Y = 1n nXi=1 Yi;�V = 1n nXi=1 Vioh �̂ = Pni=1(Yi � �Y )(Vi � �V )Pni=1(Vi � �V )2 :Betrakta f�oljande skattningar av k�opoptionspriset (t; s;K;T ); n�amligenMC1(n) = �Y ;MC2(n) = �Y � �̂( �V � �V )oh MC3(n) = �Y � �0( �V � �V )84



d�ar �0 de�nieras i del b): Ber�akna (0; 100; 105; 1=12) med hj�alp av skat-tningen MC1(1000) i fallet r = ln 1:05 oh � = 0:3: Upprepa f�ors�oket100 g�anger oh ber�akna stikprovets varians. Behandla till sist sammauppgifter f�or de tv�a andra skattningarna.21. L�at P (t; S(t); K) betekna det teoretiska v�ardet vid tiden t f�or enamerikansk s�aljoption i aktien med slutdagen T oh l�osenpriset Koh l�at p(t; S(t); K) betekna det teoretiska v�ardet f�or motsvarandes�aljoption av europeisk typ. Antagt = t0 < ::: < tN = Tbeteknar en indelning av intervallet [t; T ℄ som i texten ovan s�a atth = tk � tk�1 = �=N , k = 1; :::; N: SkillnadenP (t; s;K)� p(t; s;K)kan approximeras med va(t; s) �ve(t; s) som best�ams genom f�oljandealgoritm: ber�akna f�orstva(tN ; se(N�2j)�ph) = ve(tN ; se(N�2j)�ph)= max(0; K � se(N�2j)�ph); j = 0; 1; :::; N ;de�niera qu = erh � e��phe�ph � e��phoh qd = 1�qu oh ber�akna d�arefter suessivt f�or tidpunkterna tn; n =N � 1; N � 2; ::::; 2; 1; 0; storheternava(tn; se(n�2j)�ph)= max(K � se(n�2j)�ph; e�rh(quva(tn+1; se(n+1�2j)�ph) + qdva(tn+1; se(n�1�2j)�ph))oh ve(tn; se(n�2j)�ph)= e�rh(quve(tn+1; se(n+1�2j)�ph) + qdve(tn+1; se(n�1�2j)�ph))f�or j = 0; 1; :::; n: 85



a) Hur stort beh�over N vara f�or att ge ett approximativt bra v�ardep�a P (t; s;K)� p(t; s;K) med denna algoritm?b) Hur stort beh�over N vara f�or att ge ett approximativt bra v�ardep�a P (t; s;K) med binomialapproximationen?Experimentera med datorn! Studera oks�a g�arna artikeln [HW ℄ :
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