4 Black-Scholes differentialekvation

I Black-Scholes kapitalmarknadsmodell finns en aktie och en obligation. Ak-
tiepriset S(t), t > 0, beskrivs pa samma sétt som i Bachelier-Samuelsons
modell dvs av en geometrisk Brownsk rorelse med exponentiell drift. Vidare
forutsitts att obligationen har priset B(t) = B(0)e" vid tiden ¢, diar B(0)
och r ar positiva konstanter.

I detta kapitel skall vi arbeta i Black-Scholes modell och forsoka prissatta
ett enkelt derivat av europeisk typ som utbetalar beloppet g(S(7")) vid tiden
T €]0,00[. Har géller att funktionen g(e®) € £ dvs g ar styckvis kontinuerlig
och det existerar ett A > 0 sa att

sup(e” 11| g(e*) |) < o0
zeR

b

vilket i kompakt form uttrycks g € P (jmfr engelskans ”payoff function”).

Det ar har praktiskt att tillata utbetalningsfunktioner som eventuellt kan

antaga negativa viarden (jmfr kapitel 1 och virdering av terminskontrakt).
Vi antar alltsa att aktiepriset ges av ekvationen

S(t) = S(0)e* WO >0

dir @ € R och ¢ > 0 dr konstanter och (W (t));>¢ som vanligt betecknar
en normaliserad Wienerprocess med kontinuerliga trajektorier. Fr o m nu
betecknar ¢t dagens datum och i den féljande diskussionen forutsatts att ¢ <
T. Vi kan skriva

S()\) _ S(t)ea()\ft)Jra(W()\)fW(t))’ t<A<T.
Satt 7 =T — t. Eftersom processerna
(W(A) = W(t))e<acr

och 5t
(VIW(=—)hrer

ar ekvivalenta i fordelning kan det antas att
S(A) = S(#)e*ADHoVTWES) 1y < N < T
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Vi véljer nu forst ett N € N, och definierar h = 7/N och
t,=t+nh,n=20,1,...,N.

I nasta steg approximeras processen

VD crer

med processen
A—t
(\/FWN(—T Ni<a<r

dir Wy definieras i kapitel 3. Det géller att processen (Wy(A))a>o har kon-
tinuerliga samplefunktioner, som ar affina i varje intervall [%, "—]J{,]] ., n =
0,1,2,..., samt

n ] —
Wylo)= = X
N(N) \/Nk:] k

dar foljden (Xj)N_, ar en i.i.d. och

Héarigenom far vi ett approximativt aktiepris
Sn(A) = S()edADroVIWN () Ly <\ < T

Observera att processen

A—t

(a(A —1) + \/?WN(T

)icasr
ar affin i varje intervall av typen
[tn;tn+1] , N = 07 ey N — 1

och att
Sy(tn) = S(t)e™+oViEia Xe p=0.1,.., N

(vi foljer har konventionen att en summa med mindre dvre summationsindex
dn undre &r lika med noll).

Vi skall i nasta steg forsoka motivera ett rimligt teoretiskt varde for
derivatet ovan. Resonemanget bygger bl a pa foljande forutsattningar:
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(a) derivathandel forekommer endast vid tidpunkterna ¢, ¢, ....,tx 1, T

(b) lamplig regularitet for approximerande optionspriser.

Satt

sa att ) )
S(n+1) = §(n)eh VX,

Vi definierar ocksa

sa att ) )
B(n+1) = B(n)e™.

Med dessa beteckningar som bakgrund betraktas en fiktiv tidsdiskret kap-
italmarknad bestaende av en aktie med priset S(n) vid tiden n, en obligation
med priset B(n) vid tiden n och ett derivat i aktien som utbetalar beloppet
g(S(N)) vid tiden N. Vi ér alltsa tillbaka i binomialmodellen. Hir giller att
tidsvariabeln n € {0,1,..., N},

u=ah+oVh

och
d = ah—oVh.

Antag vidare fr o m nu att NV ar sa stort att
ah+ovVh>rh>ah—oVh

sa att modellen saknar arbitrage. Lat V' (n) beteckna derivatets teoretiska
varde vid tiden n och definiera

Vin4+1) =V(n+1)x,,,=+1

och
Vin+1)=V(n+1)x,,,- 1.

Binomialmodellen ger rekurrensekvationen

V(n)=e (g V"n+1)+ qV%in+1))
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dar

erh . eath\/E

eah—Hr\/H _ eahf(r\/ﬁ

Gu =

och g4 =1 — q,. Eftersom vart finansiella derivat ar av enkel typ visar resul-
taten i kapitel 2 att V(n) dr en deterministisk funktion av n och S(n) sa vi
kan skriva

V(n) = v(t +nh,S(n)).

Observera har att V= Vy och v = vy. Subindexet N utesluts ofta i det
foljande.

Vi gar nu vidare och infér beteckningen s = S(0) = S(0). Sétts n = 0 i
rekurrensekvationen ovan far vi likheten

o(t, $)e™ = quot + h, se™VR) 4 ggo(t + h, se™ V),

Vidare galler att

e(1"7(1)h, o e*ﬂ'\/ﬁ

T = "o/ _ g-ovh
11+ (r—a)h—1+0vVh— 50°h+o(h)

, h—0
2 ovh + o(h)
och efter forenkling erhalls
11+ (r a2 4 o(Vh)
T 1+ o(V/h)
1 a2 Vh
—— 4@ —a——=)~—+0(h), h—0
27 20
(skrivséttet f(h) = o(g(h)), h — 0, betyder att f(h)/g(h) — 0 da h — 0).
Alltsa ar i
1 2 Vh
qd:——(r—(x—a )~— +o(Vh), h — 0.
2 27 20

Funktionen v = vy har en dndlig definitionsmangd och beror av N € N .
Vi antar nu att denna funktions definitionsomrade kan utvidgas till omradet
[t,T] x R sa att utvidgningen blir en gang kontinuerligt deriverbar i forsta
variabeln (som betecknas med t) och tva ganger kontinuerligt deriverbar i
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andra variabeln (som betecknas med s) och sa att denna funktions beroende
av N kan forsummas for stora N. Detta medfor att

v(t+ h, se(’“h‘”‘/ﬁ) =w(t,s)+ @(t, s)h + @(t, s)s(e“’“’”‘/ﬁ - 1)
ot 0s
+li(f $)s2(e"oVh _1)? 4 o(h), h — 0.
2 0s? ’
Alltsa géller att
ah+ovh v v 0—2
u(t+ h, se ) = v(t,s) + = (t, 8)h + =—(t, 5)s((c + —)h + V)
ot Os 2
10% 9
+§8—9(f s)s’a*h +o(h), h — 0.

Pa liknande satt fas

2
o(t + h, se™™ VR = u(t, s) + @(t, s)h + @(t, s)s((a + U—)h —oVh)
ot Os 2
2
+la—(f s)s’a*h 4+ o(h), h — 0.
2 0s?

Vi utnyttjar nu att
e =1+rh+o(h),h—0

och insattning i ekvationen
v(t, S)BM = quu(t+h, Seah_l—m/ﬁ) + qqu(t + h, Seah‘fﬂ‘/ﬁ)

ger
v(t,s)(L+rh)+o(h)

= qu {7)(t,s)+gt (, 9)h+%(f s)s((a+ )h+0\/_)+1(37(f s)s” 2h,}

2

—l—qd{v(t, 5) + gt (t,s)h + %(t s)s((a 3) —oVh) + - (t s)s’o h}

da h — 0. Efter forenkling erhalls

v(t,s)rh +o(h) =

o v o2 1 0% 9
(b8t = (1 8)s((0 4+ )h+ (g — aa)oVh) + 575 (1 5)s°0°h

67



da h — 0. Vidare géller att

o? o? o Vh
(0 )+ (au — qa)oVh = (o + S +2r—o - ?)50\/54- o(h)
=rh+o(h), h—0
(parametern « forsvinner!) och det foljer att
9, 9, 10?
v(t, s)r = B_z(t’ s) + a—z(t, s)sr + 58:—:2)(75’ s)s’o”.

Denna partiella differentialekvation, som kommer fram i Blacks och Scholes
publikation [BS] fran 1973, kallas Black-Scholes differentialekvation och brukar
skrivas

0 252 02 0

a—qt)(t, s) + %a—sg(t, s) + rsa—;)(t, s)—ru(t,s)=0,0<t<T
(se ocksa Mertons publikation [M ER2]). Vart ursprungliga derivat uppfyller
ocksa slutvillkoret

(T, s) = g(s).

I sats 5, kapitel 3, kom vi fram till att denna ekvation har l6sningen
0_2
U(t, S) — e 'TE g(se(rfT)T-l—rrW(T))

dar 7 = T — t. Det ursprungliga derivatets teoretiska varde vid tiden ¢
definieras darfor lika med v(t, S(t)). Detta pris kallas for Black-Scholes pris
for det aktiella derivatet. Det kan papekas ytterligare en gang att detta pris
inte beror pa log-prisets driftskoefficient «.. Black-Scholes prisformel galler
aven for t =T da 7 = 0.

Vi sammanfattar ovanstaende i foljande viktiga definition.

Definition 1. Antag g € P. FEitt enkelt derivat av europeisk typ som utbe-
talar beloppet Y = g(S(T)) slutdagen T har det teoretiska virdet Ty (t) =
v(t,S(t)) vid tiden t, dér

2
’l)(t, S) — ¢ TE g(se(r77)7+aw(7))
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och =T —t.

Satts ,
MO’ (7_) — e GTT—I—UW(T)

for o > 0 och 7 > 0 sa foljer att funktionen v(¢, s) i definition 1 ges av
v(t,s) =e ""E[g(se""M,(1))].

Om vi gar tillbaka till harledningen av Black-Scholes differentialekvation
och foljer funktionerna hg och hp i den diskreta modellen till grins (N — oo)
sa far vi med samma beteckning for gransvirdena att

hs(t) = 20t (1)

och

v(t, S(t)) = hs(t)S(t) + hp(t)B(1).

Hogra ledet kan tolkas som ett innehav i aktien och obligationen som i varje
tidpunkt har samma varde som optionen. Portfoljstrategin kraver en initial
investering men borde i 6vrigt vara ”sjalvfinansierande” eftersom den approx-
imerande tidsdiskreta portfoljstrategin dr sjalvfinansierande. Att reda upp
motsvarande definitioner ordentligt i kontinuerlig tid kraver stokastisk kalkyl
och faller utom ramen for denna kurs. Om v(¢, S(t)) # 0 kan ekvationen

C hs(h) hi(t)
= tso) W s s PY

tolkas som en relativ portfolj i aktien och obligationen. Om S(t) = s sa ar
det relativa aktievardet lika med

ov ov
s o _ -
79 s = 5= (symboliskt).

S

Detta uttryck brukar kallas optionsprisets elasticitet med avseensde pa ak-
tiepriset.

Antag g; € P, i = 1,...,m, och lat a;, © = 1,...,m, vara fixa reella tal.
Om

m

Za,;gi(em) >0, allaz e R

i=1
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sa foljer att
m

> aigi(se"m M, (7))

=1

V_A(t) =e""E > 0.

Notera att detta medfor att

p(t,s, K;T)=Ke " —s+c(t,s, K;T).

Sats 1. FEn europeisk kopoption med slutdagen T och losenpriset K har
vardet c(t,S(t), K) vid tiden t < T ddr

c(t,s, K) =s®(dy) — Ke ""®(dy),

S 0'2
In&+(r+%)7

oNT

d1:

och

En europeisk saljoption med slutdagen T och ldsenpriset K har vardet p(t, S(t), K)
vid tiden t < T dar

p(t,s, K) = Ke " ®(—dy) — s®(—dy).

Antag A ar ett delintervall av reella tallinjen och definiera

1A(ﬂ7)—{ 1, ze A

0, = ¢ A.
I beviset for sats 1 utnyttjar vi skrivsattet
E[f(X); X € Al = E[f(X)14(X)]

dér X &r en rellvdrd stokastisk variabel och f : R — [0, oo[ &r kontinuerlig.
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Bevis av sats 1. Definition 1 ger att

2
g_

c(t,s, K)=¢ ""FE [maX(O, selr =7 )TmovTG _ K)}

dér G dr en N(0; 1)-fordelad stokastisk variabel (kom ihag att G och —G har
samma fordelning). Hérav foljer att

c(t,s, K)=e¢ ""FE

‘96(1"7%)77(7%(; - K, G < In K + (T B 7)7_]

och darmed ar
c(t, s, K) = e {E [se“*%)HﬁG; G < dg} - ch(dQ)} .

Vidare ar

2 70'2 _ 7& d
o —T—0oTz—% a
e TR |:S€(r77)’rfa\/FG; G < d2:| _ S/ P 2
r<d2 V 27r

dar hogra ledet ar lika med

[T aovr v = soia)
S e = sP(o\/T +do) =8 1).
z<ds 271'

Saljoptionens virde kan hérledas pa liknande satt. Alternativt kan vi
utnyttja att
p(t,s, K)=Ke "™ — s+c(t,s, K)

och har satta in Black-Scholes kopoptionspris. Det avslutar beviset for sats
1.

Sats 1 kan aven anvandas for vissa valutaberoende finansiella derivat.
Som ett exempel antar vi att dollarkusen i kr dr lika med £(#) vid tiden ¢ och
betraktar rattigheten, men ej skyldigheten, att fa kopa en dollar for K kr vid
tiden T'. Vi moter alltsa har ett kontrakt av europeisk typ med utbetalningen

Y = max(0,£(T) — K)
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vid tiden T. En dollar skiljer sig mycket fran en aktie. T ex ar ett dollarlan e]
gratis ens pa en friktionsfri marknad. Trots detta kan det aktuella kontraktet
varderas med hjalp av sats 1. Om vi antar att den amerikanska marknaden
erbjuder en obligation med priset B,(t) = B,(0)e"! vid tiden ¢, dir réantan
r, r en positiv konstant, sa kan vi uppfatta

S(t) = Ba(1)€(t), =0

som prisprocessen for ett svenskt viardepapper (med historiska veckonoteringar
for dollarkursen under de senaste 12 aren skattar vi volatiliteten for dol-
larkursen i kr till ungefér 10.4% per ar). Vi kan nu skriva

B,(T) 'max(0,S(T) — B,(T)K)
och far att optionens virde v(t) vid tiden ¢ < T ges av

v(t) = Bo(T) 'e(t, S(t), Bo(T)K); T)

= B,(T) ! (Bu()&()®(D1) — B,(T)Ke ""®(Dy))
dar r =T —t, .
I B 4 (4 )7

och

Efter nagon forenkling foljer att
U(t) = f(t)eiraTé(Dl) - K@irT(I)(DQ)

(se Garman och Kohlhagen [GK]). Optionen att fa silja en dollar for K
kr vid tiden T kan behandlas pa liknande satt. Optionen att fa kopa en
[BM-aktie till ett foreskrivet belopp i kr ett givet framtida datum kan inte
behandlas lika enkelt. Detta derivat beror pa tva bruskéllor, en fran valu-
takursen och en fran aktien och behandlas i kapitel 5.

Sats 1 kan dven anvéindas for att vardera kopoptioner pa terminskontrakt.
Antagt < T < Tj och betrakta ett finansiellt derivat som vid tiden T" dels ger
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innehavaren ett nytecknat terminskontrakt i aktien med leverans vid tiden
T;, dels ett belopp av storleken

Y = max(0, S (T) — K).
Kom ihag att ett terminskontrakt ar vardelost vid tecknandet och att
Y ="M= max(0,S(T) — Ke "™M=T),
Det aktuella kontraktet har darfor vid tiden ¢ < T vérdet

eT(TlfT)c(t, S(t), Ke*T(T“T); T)

20y (r+ TN 1)

Ke—r(T1—T)

= (M) {S(t)cp(

—Keir(T] 7T)€77’(T7t)(b(

In 50— + (r — ”2—2)(Tt))}

Tl 9 Tl 9
1 Stm‘m(t) + o~ T _ t 1 Stm‘m(t) _ o~ T _ t
R F UL Yt et A GRS S Y s A A
oV —t oI —t

Detta uttryck kallas "Black-76 formel” [B].
Overensstammer Black-Scholes optionspris med marknadens priser? Lat
oss betrakta en given kopoption. En kalkyl visar att

oc  Op 2 | T
_— = — = (b’ d = /7d1/2 - .
%~ 5o s®' (di)/T = se o >0

Vidare galler att

lim ¢(t,s, K) = max(0,s — Ke "")

o—0+
och

lim c¢(t, s, K) = s.

o—00

Omt<T,s=S(t) och

max(0, s — Ke "") < optionens marknadspris vid tiden ¢ < s
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(vilket dr hogst sannolikt) sa kan darfor o skattas sa att det teoretiska option-
spriset ar lika med marknadspriset vid tiden ¢. Denna skattning av standard-
avvikelsen kallas for den implicita standardavvikelsen for aktiepriset (relativt
den givna kdpoptionen). Den implicita standardavvikelsen &r typiskt en icke-
konstant funktion av tiden och uppvisar likheter med en stokastisk process.
Som funktion av l6senpriset ar den implicita standardavvikelsen for fixt ¢ ofta
en konvexliknande funktion med ett minimum néra aktiepriset (”volatility
with a smile”). Dessa fenomen ar inte konsistenta med Black-Scholes teori.
En del forskare inom optionsomradet har hivdat att avvikelserna mellan teo-
retiska priser och marknadspriser i regel ar sma och forsumbara. Efter det
stora borsraset 1987 har emellertid avvikelserna blivit tydligare. Det finns
idag teorier som postulerar olika typer av stokastisk voltilitet for att fa en
battre overensstammelse mellan teoretiska optionspriser och marknadspriser.
For ett spAnnande bidrag inom detta omrade hanvisas till Fouques, Papan-
icolaous och Sircars bok "Derivatives in Financial Markets with Stochastic
Volatility” [FPS)].

Det ar naturligt i en sadan hér framstillning att siga atminstone nagot
om amerikanska kontrakt i kontinuerlig tid fastidn amnet kraver mycket mer
matematik an vi kan forutsatta har for att bli ordentligt belyst. Resultaten
i kapitel 1 visar att amerikanska kopoptioner utan utdelning i den bakom-
liggande aktien varderas som motsvarande europeiska kontrakt. For den
amerikanska sédljoptionen finns idag ingen kand analytiskt given prisformel.
Om v(t, S(t)) betecknar virdet vid tiden ¢ for en amerikansk siljoption med
16senpriset K och slutdagen T sa galler att v uppfyller Black-Scholes differ-
entialekvation i ett fran borjan okdnt omrade av typen

D ={(t,s); s>b(t),0<t<T}
dar b ar en vaxande, kontinuerligt deriverbar funktion sadan att

lim b(t) = K.

t—T—
Som vanligt, da ej annat sags, antags att aktien inte ger nagon utdelning
under optionens 1optid. Vidare galler att
v(t,s) > max(K —s,0), (t,s) € D,

v(t,s) = max(K —s,0), (t,s) € D
och
dv

—(t,b(¢ =-1,0<t<T.
b+ = —1,0<
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Det ar optimalt att 16sa in optionen om S(#) < b(¢). Den kritiska randen s =
b(t) beskrivs ej heller av nagot kdnt analytiskt uttryck. Det finns explicita
prisformler for den amerikanska saljoptionen i termer av den kritiska randen
[CTM]. Om T — +oc far optionen oéndlig 16ptid (”perpetual option”). Lat
v = v(s) vara vardet for rdttigheten, men ej skyldigheten, att sélja aktien
till priset K vid varje tidpunkt i framtiden. Da galler att

o?s? d*v n dv 0 s> b

———+rs——rv=_0, s

2 ds? ds ’
dar den kritiska randen s = b ar oberoende av tiden ¢. Denna Eulerekvation
har de linjart oberoende losningarna v = s och v = s~ 7 dar
_2r
/y - 0_2 .

Den forsta 16sningen ar ej begransad da s — oo och saknar intresse har.
Antag darfor v = As™7. Om s = b géller att

v(s) =K — s
och p
v
2 (s) = —1
7. (5)
varfor
vK
S = b = —
1+
och WK
A=V (K —b) = .
1+
Harav foljer att
K b\"
v(s)z—(—) , 8> b
14+ \s

For mer information om den amerikanska siljoptionen hinvisas till [C.JM] , [MY]
och WDH].

Enkla europeiska kontrakt ar ganska latta att behandla numeriskt. Be-
trakta forst ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalningsfunktionen
g. Vi kan bestamma dess teoretiska varde exakt med hjalp av sats 1 och
nagon numerisk metod for berikning av integraler i en dimension. Vi kan
ocksa bestdimma optionens approximativa virde v(¢, S(f)) vid tiden ¢ med
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den binomialapproximation som ledde till definitionen av Black-Scholes op-
tionspris. Med beteckningar som ovan erhalls forst att

v(ty, se™2IVE) = g(seN2IVE) =01, N
och sedan successivt forn =N — 1, N — 2,....,1,0, att

(n72j)rf\/ﬁ) (n4+1-2j)o (n7172j)0\/ﬁ))

v(t,, se = e " (qu(tps, se ™Y+ qav(tpg, se

for 7 =0,1,....,n dar
erh _ efax/ﬁ
W= ok _ govh
och ¢ = 1 —gq,. Vi har alltsa valt driftskoefficienten « for log-priset lika med
0 (jmfr [H))

Som numerisk illustration betraktar vi forst europeiska kopoptioner i en
aktie vars pris har volatiliteten 20 procent per ar och aktiekursen 40 kr i
detta 6gonblick. Rédntan antages vara 5 procent per ar (dvs den kontinuerliga
rantan &r In1.05 procent per ar). De teoretiska priserna fér kdpoptionerna
berdknas exakt med hjilp av sats 1. Som jamforelse berdknas i nagra spe-
cialfall kopoptionsvarden med binomialapproximationen for N =5, N = 20

och N = 50.

evakta varden N =25
K\r [ 1/12 [4/12 [ 7/12 | [ K\7 | 1/12 [ 4/12 | 7/12
35 5.15 | 5.76 | 6.40 35 5.14 | 5.77 | 6.45
40 1.00 | 2.17 | 3.00 40 1.05 | 2.26 | 3.12
45 0.02 | 0.51 | 1.10 45 0.02 | 0.54 | 1.15

N =20 N =50
K\7 [1/12 [4/12 [ 7/12 | [ K\r | 1/12 [ 4/12 | 7/12
35 | 5.15 | 5.77 | 6.39 | [35 |5.15 | 5.76 | 6.40
40 099 [ 214 [297 | [40 [ 1.00 [2.16 |2.99
45 [0.02 [051 | 111 |[45 [0.02 [051 |1.11

Om vi simulerar 1 miljon Gaussiska slumptal och beraknar motsvarande
kopoptionsviarden med Monte Carlo-metoden far vi i enskilda forsok féljande
jamforelser:
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exakta varden 10% slumptal

K\7 [1/12 [4/12 [ 7/12| [ K\7 [ 1/12 [ 4/12 | 7/12
35 | 5.15 | 5.76 | 6.40 | [35 |5.15 | 5.75 | 6.40
40 [1.00 [2.17 [3.00 | [40 [1.00 | 2.17 | 3.00
45 [0.02 [051 | 1.10 | [45 [0.02 [0.51 | 1.11

For ett enkelt amerikanskt kontrakt med utbetalningsfunktionen ¢ kan
det vara optimalt att l6sa in kontraktet fore slutdagen. Med binomialap-
proximation géller liksom for motsvarande europeiska kontrakt att

v(ty, seN2IVE) = g(seN2IVE) =01, N,

Darefter beraknas successivt for tidpunkterna t,,n=N—-1,N—-2,....,2, 1,0,
optionspriserna

v(tn, se(””j)”‘/ﬁ)

= max(g(se(WQj)”ﬁ); e "M (quv(tpgr, se™ T2V Lo (b, Se("’fldj)mm)))

for 7 = 0,1, ..., n. Som numerisk illustration valjer vi en amerikansk saljoption
i en aktie vars pris har volatiliteten 20 procent per ar och som just nu har
vardet 40 kr. Rantan antages som ovan vara 5 procent per ar. For l6senpriset
K = 45 och tidslingden 7 = 4/12 till slutdagen erhalls siljoptionsvirdet
5.08 om N = 25 och 5.09 om N = 50,75 ,100 och 150. Fér motsvarande eu-
ropeiska séljoption ar véirdet 4.78. Om istéllet 7 = 1/12 blir det amerikanska
saljoptionsvardet 5 och en narmare analys visar att det ar optimalt att losa

in optionen.
Vi avslutar detta viktiga kapitel med nagra resultat for exotiska optioner.

Ett finansiellt derivat som utbetalar beloppet

Y =g((S(®#))o<i<r)

vid tiden T' kallas ett betingat kontrakt av europeisk typ med slutdagen 7.
Utbetalningen pa slutdagen beror alltsa i allmanhet pa hela priskurvan

S(t), te€]0,T].

Som specialfall vill vi nimna sa kallade asiatiska optioner dér t ex

1 /7
Y—max(O,—/ S(t)dt — K)
T Jo
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eller

1 [T
Y = max(0, K — —/ S(t)ydt)
T J
samt sa kallade lookback-optioner dar t ex

Y = S(T) — min S(t)

0<t<T
("kop till det lagsta priset”) eller

Y = max S(t) — S(T)

0<t<T
("salj till det hogsta priset”). Om

Yy=1 ]max(O,S(T)—K)

[maxtSA<T S(A)>H

sa har vi en sa kallad ned-och-ut-barridroption. Har ar H, K > (0. En diskret
upp-och-ut-barriaroption ger utbetalningen

9T, 9(S(T)) = Ve, sy 50, S(T) — K)

vid tiden T, dar T'="1T,, > T, 1 > ... > Ty >t och dar H > K > (0 ar givna.

Betingade kontrakt gar i allmanhet bortom Black-Scholes differentialek-
vation. Motsvarande disktreta versioner kan dock behandlas inom ramen
for den teori som vi redan utvecklat. Betrakta namligen ett kontrakt med
utbetalningen

g(S(TI)a ) S(Tn))

slutdagen 7" =T, dar T,, > T, > ... > T}. Vi antager att dagens datum
t < Ti. Av rent tekniska skal forutsitts att ¢ ar kontinuerlig och att

sup (e Alerltetlenl) | gerr et |) < oo
T1,...,tn€ER

for en lamplig positiv konstant A.
Det ar i fortsattningen praktiskt att satta

M, (1, 1) = e % (-t)Fo(V ()W)
om 0 < t; < ty. Observera att M, (0,t) = M,(t) och att

M, (ty, to) My (ta, t3) = My(ty,t3), 11 <ty <tj.
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Vid tiden T, 1 &r S(11), ..., S(T,, 1) kiinda och det aktuella aktiederivatet
kan uppfattas som ett enkelt europeiskt derivat med slutdagen T och utbet-
ningen ¢(S(71),...,S(Th-1),S(T)). Dess virde vid tiden 7,_; &r lika med
’Unfl(Tnfl, S(Tl), ceey S(Tnfl)), dar

Unfl(Tnfla S1y 000y Sn71>
= eir(TiTnil)E [g(sla ey Sn—1, Snfler(TiTnil)MU (Tnfl ) T))] :
Vid tiden T,, o ar S(T}),...,S(T,,_2) kiéinda och aktiederivatet kan uppfat-
tas som ett enkelt europeiskt derivat med slutdagen 7,,_; och utbetalningen

Vn1(Tno1,S(Th),....; S(T,2), S(T,,-1)). Dess virde vid tiden T, o ar déarfor
lika med Uan(Tan; S(Tl), sy S(Tn,Q)), dar

'Un72(Tn72a STy 0eny Sn72)

—r(Typ—1—Th—¢ r(Th—1—Th—:
=€ (Tnr =T Z)E [Unf](TnflaS]a ooy Sp—2, Sp—2€ (Tn1 =T Z)MU(Tnf%Tnfl)]

och det foljer att

T*TTLfZ) X

Uno(Th 9,81,y Sp_2) = e
FE [g(sl, ooy Sp_2, sn,QeT(T””7T"*2)M(,(Tn,2,Tn,l), sn,Qer(TfT"*Q)M(,(Tn,Q,T)] )
Om vi sétter S(t) = s sa f6ljer genom upprepning att derivatets virde vid
tiden ¢ ar lika med v(t, S(t)) dar
v(t, s)
—e"TYE [g(ser(Tlft)Mg(t, 1)), ..., se" =M (¢, T, ), se" MY M, (t, T))] .

Optionsvardet ges saledes av en integral i R™. I tillimningar &r n ofta av
storleksordningen 10 — 100, sa vi har ett delikat numeriskt problem. Monte
Carlo-metoden ar i regel langsam men ger till slut ett svar. Om mojligt
anvands darfor snabbare specialmetoder som kan variera starkt fran fall till

fall.

Fo6r mer information om exotiska optioner hanvisas till [J2].

Ovningar

I nedanstaende Ovningar i detta kapitel forutsatts Black-Scholes modell
och de standardbeteckningar vi infort ovan.
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1. Antag tiden mits i ar och att rantan r = In1.05. Betrakta en aktie
med volatiliteten 0 = 0.27 och en europeisk kopoption i aktien med
slutdagen 20 mars och 16senpriset 100 kr. Under perioden 20 januari-
20 februari stiger aktiepriset fran 97 kr till 112 kr. Med hur manga
procent stiger det teoretiska optionspriset under samma period?

2. Lat ¢ = ®' och ¢ = ¢(t, s, K;T). Visa att

Oc
55 o (dy) (Delta)
c  p(d)
57 " segr (Gamma)
Oc
5 = Kre " ®(dy) (Rho)
Jc se(dy)o -
— = — —rKe ""® T
5 N rKe (dy) (Theta)
och p
c
e sp(dy) /T (Vega).
o

Varfor galler att

1
50252 Gamma + rS Delta + Theta = rc?

3. Antag g € P och Y = ¢(S(T)). Satt IIy () = v(t, S(¢)) och visa att

a?) e*T’r Tﬁﬁ s ]
as‘(ta s) = SUTE [Q(se( 5 )T+ W( ))”7(7_)]
O e o’ W?(r) 1
= (r— ) T+oW(7) B 1
D52 (t,5) 920_7_E [g(se ) — W(r) 0)}
o (t,s)=e¢""E {g(se(’"%ﬂﬂw(f))(_”m _ 7)}
or .
och
o - W(r) 1
- =e¢ "k (r—%)T+oW(7) _ 1
do (t,s) =€ [9(56 )( o W (r) U)

forr=T—1t>0.
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. Ett aktiederivat av europeisk typ med slutdagen T" utbetalar denna dag
beloppet g(S(T')), dér g € P. Bestdm en funktion O(t, s, y) sadan att
derivatets pris vid tiden ¢ < T &r lika med v(¢, S(t)), dér

o(t,s) = /Oocg(y)(")(tas,y)dy-

. Antag K och L &r positiva konstanter.

a) (”cash or nothing call”) Ett europeiskt derivat i aktien utbetalar
ingenting om aktiepriset understiger K slutdagen T och i annat fall
utbetalar derivatet beloppet L denna dag. Bestam derivatets varde
vid tiden ¢.

b) (”asset or nothing call”) Ett europeiskt derivat i aktien utbetalar
ingenting om aktiepriset understiger K slutdagen T och i annat fall
utbetalar derivatet beloppet S(T") denna dag. Bestdm derivatets vérde
vid tiden ¢.

. (Speciell ”as you like it” option eller ”chooser” option) Latt < T <
Ty och K > 0. Ett finansiellt derivat ger innehavaren rattigheten, men
ej skyldigheten, att vid tiden 7" valja antingen en europeisk kopoption i
aktien med slutdagen 77 och losenpriset K eller en europeisk saljoption
i aktien med slutdagen T} och losenpriset K. Bestam derivatets varde
vid tiden ¢.

. Visa att o g
c St102
907 p(d)VT
o o
och dra slutsatsen att funktionen o — ¢(¢,s, K;T) ar en konvex funk-
tion i intervallet |0, 0y] och en konkav funktion i intervallet [0y, oo] ,
dar

2 serT
gy — — | In

T K"

. Ett finanasiellt derivat av Europeisk typ ger innehavaren beloppet 1
slutdagen T om S(T') < K och i motsatt fall erhaller innehavaren
ingenting. Antag t < T och lat v(¢,S(t)) beteckna derivatets pris vid
tiden ¢. For vilket virde pa s ar A(s) = v’(¢, s) minimal?

. Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar slutdagen 7" beloppet Y =
cos?(In S(T)). Bestam derivatets pris vid tiden ¢ < T.
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10.

11.

12.

13.

14.

En forwardstartande aktiesaljoption av europeisk typ utbetalar belop-
pet max(0, S(Ty) — S(T)) slutdagen 7. Bestdm séljoptionens pris vid
tiden tg-

Antag X € N(a,0?), dir o > 0, och sitt Y = eX. Visa att

E[min(K,Y)]
In-X 2 In YD _ o2
= BIY] o(— ) + Ko(—E—Z)

for alla K > 0.

Satt g(1) = ¢(t,1,1;T) da T > 7 = T —t > 0 och observera att
c(t,s,5;T) = sg(T —t). Nedan antages att 1/T + 2r + o/4 > r*/o.

a) Visa att g ar konkav och ¢(0) = 0. Dra slutsatsen att g(A7) > Ag(7),
0 < A< 1, 0 <7 <T. Rita slutligen grafen for funktionen
y=g(1),0<7<TdaT=1,0=0.250chr=In1.05.

b) Lat t < t, < T. Ett derivat i aktien utbetalar max(0, S(T") — S(t.))
vid tiden 7T'. Visa att derivatets teoretiska varde vid tiden ¢ ar lika
med S(t)g(T — t.).

¢) ("tandem option”) Lat 7 =T —t > 0 och siitt t; =t + L7, j =
0,...,n dir n € N,. Ett derivat utbetalar max(0, S(t;) — S(t;_1))
vid tiden ¢; for j = 1,...,n. Visa att derivatets teoretiska varde

vid tiden ¢ &r lika med nS(t)g(7/n) och dra slutsatsen att detta
virde ej understiger c(t, S(t), S(t); T).

Visa att ett enkelt derivat av europeisk typ i aktien med utbetalnings-
funktionen g € P och slutdagen T har virdet v(t, S (t)) vid tiden ¢

term
dar 2
U(t, Sterm) =e""E g(stermef%T"'”W(T))

diir G € N(0,1).

Ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalningsfunktionen g € P
och slutdagen T har virdet v(¢,S(t)) vid tiden ¢ dér

2
U(t, S) — e " E g(se(Tf%)T+0'W(T))
Visa att v(t, s) dr en konvex funktion av s om ¢ &r en konvex funktion.
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15.

16.

17.

18.

19.

Ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalningsfunktionen g € P
och slutdagen T har virdet v(¢,S(t)) vid tiden ¢ dér

2
’l)(t, S) — ¢ TE g(se(r77)T+UW(7))

Antag g dr konvex och ¢g(0+) = 0. Visa att v(t,s) > g(s). (Ledning:
Jensens formel, Appendix.)

En funktion f : |a, b] — ]0, oo[ séiges vara log-konvex om In f dr konvex.
a) Visa att funktionen f : |a, b — ]0, 00| dr log-konvex om och endast
om funktionen f(z)exp(cz), a < x < b, ar konvex for alla reella tal c.
b) Visa att summan av tva log-konvexa funktioner ar log-konvex.

Ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalningsfunktionen g € P
och slutdagen T har virdet v(¢,S(t)) vid tiden t dar

o2
U(t, S) ) .q(se(T‘77)T+(TW(T))

Antag funktionen g endast antager positiva varden och att funktionen
In g(e*) &r en konvex funktion av x. Visa att optionsprisets elasticitet
med avseende pa aktiepriset ar en vixande funktion av aktiepriset s.

En amerikansk saljoption i aktien med slutdagen 7" och 16senpriset K
har det teoretiska priset P(t,S(t), K;T) vid tiden t. Antag o = 0.25,
r=1In1.05¢t=0,7 =1/6, och K = 45. Rita grafen for funktionen
y= P(s)=P(t,s,K;T), 35 < s < 54. Rita i ssamma koordinatsystem
grafen for funktionen y = max(0, K — s), 35 < s < 54.

Antag g € P och
2
7)(t, S) — ¢ TE {g(se(r77)7+aw(7))]
dar 7 =T — t. Visa att
02
’l)(t, S) — e " R {7)(75*’ Se(r77)n+aw(n))]
for t < t, < T dar 7, = t, — t. (Ledning: Om G,G" € N(0,1) ar

stokastiskt oberoende sa géller att \/7.G + /T — t.G' € N(0,7).)

83



20. a) Antag Y,V € L?(P), dir V ¢j ar konstant och F[V] = ay. Lat
f € R. Visa att Var(Y— S(V — ay)) dr minimal om

_ Cov(Y,V)
~ Var(V)

b) Definiera
Y = f(X) = e " max(0, se* — K)

2

dir X € N((r — &)r,0%7) och dir r,s, K,0 och 7 > 0 &r positiva

konstanter (med standardbeteckningar fran Black-Scholes modell géller
att c(t, s, K;T) = E[Y]). Siatt V = e* och berikna

~ Cov(Y,V)
bo = Var(V)

¢) Berikna ¢(0,100,105;1/12) i fallet » = In 1.05 och o = 0.3.

d) Lat Xj, ..., X, vara stokastiskt oberoende observationer pa den stokastiska
variabeln X i del b) och sétt

Y;Z = f(X7)7 1= 17 - N,

— X
Vi=e', i1=1,...,n,

q
Il
—

och _ _
i (Yi - Y)(Vi V)

S (V= V)2

Betrakta foljande skattningar av képoptionspriset ¢(t, s, K;T'), nimligen

B =

MCi(n) =Y,
MCy(n) =Y = B(V — ay)

och ) B
MCg(TL) =Y — Bo(v - (Xv)
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21.

dér [y definieras i del b). Berdkna ¢(0, 100, 105; 1/12) med hjélp av skat-
tningen M C;(1000) i fallet r = In1.05 och o = 0.3. Upprepa forsoket
100 ganger och beridkna stickprovets varians. Behandla till sist samma
uppgifter for de tva andra skattningarna.

Lat P(t,S(t), K) beteckna det teoretiska vérdet vid tiden ¢ for en
amerikansk saljoption i aktien med slutdagen T och losenpriset K
och lat p(t,S(t), K) beteckna det teoretiska vérdet for motsvarande
sdljoption av europeisk typ. Antag

t=t)<..<ty=T

betecknar en indelning av intervallet [t,7T] som i texten ovan sa att
h=ty—ty1=7/N,k=1,.. N. Skillnaden

P(t,s, K) —p(t,s, K)

kan approximeras med v,(t,s) —uv.(t, s) som bestdms genom féljande
algoritm: berakna forst

Nfza‘)o\/ﬁ) Nfzf)m/ﬁ)

Vgt sel = v, (t, se'

= max(0, K — se(N*Qj)”‘/H), j=0,1,...,N;

definiera

erh o efzr\/ﬁ

= ovh _ o—ovh

och g4 = 1—g¢q, och beriakna darefter successivt for tidpunkterna ¢,,,n =
N —1,N—2,...,2,1,0, storheterna

Vo (tn, se("’ﬁj)”‘m)

= max(K — se(n=21)oVh

(n+1-29)0 h)

+ dVq (tn+1 ) Se(ni] 72].)0\/5))

—rh
) € ! (qu'l)a (tn+] y S€
och

Ve (tn, se("*zj)”‘/ﬁ)

(n+1-2j)a h) (n*F?j)ff\/E))

—rh
=€ (QUUe (tn+]a se + qave (tn+]a se

for 7 =0,1,...,n.
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a) Hur stort behdver N vara for att ge ett approximativt bra vérde
pa P(t,s, K) — p(t, s, K) med denna algoritm?

b) Hur stort behover N vara for att ge ett approximativt bra vérde
pa P(t, s, K) med binomialapproximationen?

Experimentera med datorn! Studera ocksa gérna artikeln [HW].
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