5. Bivariat geometrisk Brownsk rorelse

Betrakta en matematisk modell for tva aktier pa samma marknad med
prisprocesserna (Si(t));>o och (S2(t))i>0. Aktien med prisprocessen (S;(t)):>o
kallas for den i:te aktien for ¢ = 1, 2.

Det ar naturligt att antaga att

Si(t) = Sy (0)emrttorWi® ¢ >
och

Sg(t) == SQ(O)@aﬁ_'—(TQWQ(t), t Z 0
dér aq, a9 € R, 01,09 > 0 och (W(t))i>0 och (W5(t))>0 ar tva normaliserade
Wienerprocesser. Speciellt géller da att

EW:(8)] = E[W,(t)] = 0
och
E W (s)Wi(t)] = E[Wa(s)Wa(t)] = min(s, £).

Det bor ocksa finnas ett samband mellan de bada aktiernas prisprocesser. Vi
postulerar foljande

(1) for alla tiy, ..., t1m, tor, ..y ton, > 0 och m,n € Ny sa gdller att den
R™" _wirda stokastiska variabeln

(Wi(t), . Wi(tim), Waltar), ..., Wa(tan))

har en centrerad Gaussisk fordelning
(1) det finns och reellt tal p € |—1,1] sa att

E [Wi(s)Ws(t)] = pmin(s, t).

Aktiernas prisprocesser sigs i detta fall beskriva en bivariat geometrisk
Brownsk rorelse med exponentiell drift och korrelationsparametern p.

Antag omvént att p € |-1,1[, a1,a3 € R, 07,05 > 0 dr givna och att vi
har tva stokastiskt oberoende normaliserade Wienerprocesser (X;(%));>o och
(X2())i>0. Om vi definierar
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och aktiepriser
S] (TL) = S] (0)ea1t+01W1(t)
SQ (TL) = 52(0)6a2t+02W2(t)

for alla ¢ > 0, sa beskriver dessa aktiepriser en bivariat geometrisk Brownsk
rorelse med exponentiell drift och korrelationsparametern p. Varje bivariat
geometrisk Brownsk rorelse med exponentiell drift har denna form.

Antag fr o m nu att vi har en modell bestaende av tva aktier med prispro-
cesser givna av en bivariat geometrisk Brownsk rorelse med samma beteck-
ningar som ovan. Vi skall vardera ett aktiederivat av europeisk typ som
utbetalar beloppet

g(Sl(T)a SQ(T))

slutdagen T, dar det forutsiatts att g ar kontinuerlig samt positivt homogen
av graden 1 dvs
g(As1, Asa) = Ag(s1,52), A > 0.

Dessutom antags att

sup (e 7R | gl ) ) < o
z1,22€R

for en lamplig positiv konstant A. Observera att det inte forutsitts att var
modell innehaller nagon obligation.

Optionens varde kommer att bestammas genom att uppfatta en aktiean-
del i aktie 2 sasom ny prisenhet. Den forsta aktien far da prisprocessen

Si(t)
t) = >0
(2) 50
och den andra aktien far prisprocessen
B(t)=1, t > 0.

Med var nya prisenhet utbetalar optionen f(S(7)) prisenheter slutdagen T,
dar

f(s)=g(s,1)
ty ;
S1
9(s1, 82) = 529(—,1).
S9
Satt

o= \/(I% — 2p0109 + 03
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och observera att
S(YL) — S(O)e(alfaz)H»UW(t)
dar

W(t) = i{(al—p@ )X (¢ —02\/1—7)(2 } t>0

ar en normaliserad Wienerprocess. Vi kan alltsa uppfatta var kapitalmarknad
som ett gransfall av Black-Scholes modell da riantan konvergerat mot noll.
Optionen har déarfor vardet v(t, S(t)) vid tiden ¢ < T, dér

o(t5) = F [ f(se” T )

och 7 = T'—t. I den ursprungliga prisenheten far optionen virdet u(t, Si(t), So(t))
vid tiden ¢, dar

U(t, S1, 82) - 327)(ta S_l)
S9

Observera att optionspriset u ar ranteoberoende i den meningen att priset ej
ar explicit beroende av rantan.
Beriakning av derivator for ¢ < T ger

ou v g5 S1
831 " Os

0%u 1 0%, s

R L
0s? 59082 (* 32)

0*u $1 821)( S1
051059 53082 sy
ou S1 $10v ., S
(A EATR
059 So S9 08" 89

och
0*u st d%w ;5

sy s350s2" sy

Det foljer harav att

5, 5 0% ) 0*u g o 0%u
078 —= PO10281S9——— + 0585 —
151 252
0s? 051089 ds>
v, s
o 2 2 1
= S90S W(t —)

89



Eftersom Black-Scholes differentialekvation i gransfallet r = 0 ger att

ov o ,0%
—+—=5"== =0
ot 2 0s?
foljer att
6u+1 9 282u+2 0*u L2 ,0%u 0
— 4+ =0T 01098189 ——=— + 0555—= ¢ = 0.
ar 272 TP s, 0222

Dessutom ar
U= = ¢-

Denna differentialekvation med slutvillkor ar ett gransfall av Black-Scholes
differentialekvation i tva prisvariabler.
Foljande exempel gar tillbaka till Margrabe [M AR] .

Exempel 1. Betrakta rattigheten, men ej skyldigheten, att fa byta aktie 2
mot aktie 1 vid tiden 7" . Har ar

.0(51, 52) = maX(O, S1 — 52)

och
f(s) = max(0,s —1).

Saledes foljer av Black-Scholes kopoptionsformel for ¢ < T att

v(t,s) = s®(dy) — ®(dy)

dar ,
Ins+ &7
dy(s) = ———2—

](9) O'\/7_'

och \
Ins — &7
dy(s) = -2

oNT

Optionens pris vid tiden ¢ blir nu lika med u(t, S (), Sa(t)) dér

u(t, s1, s2) = sav(t, g—])
S9

90



S1 51

= 51P(di(—)) = 529(da(

59 52

))-

Exempel 2. Betrakta optionen pa maximum av priset for aktie 1 och aktie
2 vid tiden T'. Har ar

g(s1,82) = max(sy, $2).

Eftersom
g(s1,82) = s9 + max(0, s; — s9)
blir } .
u(t, 31, 52) = ;1@ () + 52(1 — A(x(2)))
S9 S9
och efter forenkling
s s
ult, s1,52) = 510(dh (X)) + 58(ch (2))
S9 S1

Vissa valutaoptioner kan behandlas med de metoder vi berort ovan. Som
ett exempel studeras nedan rattigheten, men ej skyldigheten, att kopa en
given japansk aktie ett framtida datum 7T till ett givet pris K i svenska
kronor. Antags att aktien har prisprocessen (U(t));>o i yen och att en yen
har prisprocessen (£())¢>o i svenska kronor sa har optionen vérdet

max(0, U(T)E(T) — K)

i svenska kronor vid tiden 7. For att vardera optionen forutsatts att ak-
tiekursen och yenkursen beskriver en bivariat geometrisk Brownsk rorelse
med exponentiell drift och korrelationsparametern p € |—1,1[. Det finns
darfor tva stokastiskt oberoende normaliserade Wienerprocesser (X (t)):>o
och (X3(t))i>0 och ett reellt tal p € |—1,1] sa att

U(t) = U(0)erv oWl

och
£(t) = g(0)ereoetteld

dar



och ay,a¢ € R, oy, 0¢ > 0. Vi kan uppfatta
S(t) =£@U(t), t=0
som prisprocessen for ett svenskt vardepapper. Har ar
S(t) = S(O)B(amae)tww(t)

dar
W(t) = = { (o0 + 000 X (1) + VI~ 2Xal0))

och

o= \/()'U2 + 2poyoe + (762'

Eftersom processen (W (t));>o &r en normaliserad Wienerprocess blir option-
spriset uttryckt i svenska kronor vid tiden ¢ < T enligt Black-Scholes formel
lika med

U)E)D(dy) — Ke " ®(dy)
dar r =T —t,

och

Det ar har underforstatt att det pa den svenska marknaden finns en obligation
med priset B(t) = B(0)e"" vid tiden ¢.

Ovningar

1. Visa att summan av tva stokastiskt oberoende Wienerprocesser ar en
Wienerprocess.

2. Lat Gy, Gy vara tva stokastiskt oberoende N (0, 1)-variabler. a) Satt

(% X)=(G )y })
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och

(vov)= (6 6 ) (Y WVe).

Visa att processerna (X;)2_, och (Y)i_, dr ekvivalenta i fordelning.
b) Lat (Xx)i_, vara en centrerad Gaussprocess och sitt

(Vi ¥2)=(G, Gg)(g i)

dar a,b och ¢ &r reella tal. Visa att dessa tal kan véljas sa att pro-
cesserna (X3)i_, och (Y)i_, ar ekvivalenta i fordelning.

. Betrakta rattigheten, men ej skyldigheten, att fa kopa en given japansk
aktie ett framtida datum 7T till ett givet pris K i svenska kronor. An-
tags att aktien har prisprocessen (U(?));>o i yen och att en yen har
prisprocessen (£(t));>o i svenska kronor sa har optionen vérdet

max(0, U(T)E(T) - K)
K _
= &(T) max(0, U(T) — mB(T)f (1))
i svenska kronor vid tiden T, dar B(t) = B(0)e"" &r priset for en svensk
obligation vid tiden ¢. Uppfatta (B(£)§ '());>0 som prisprocessen for

ett japanskt vardepapper och vardera optionen med hjalp av exempel
1.

. Betrakta ett aktiederivat av europeisk typ som utbetalar beloppet
Y = g(5:(T), 5(T))

slutdagen T'. Det forutsatts att ¢ ar kontinuerlig samt positivt homogen
av graden 1 dvs

g(As1, Asa) = Ag(s1,52), A > 0.
Dessutom forutsatts att

sup (67‘4(‘”‘“‘“‘) | g(e™,e™) |) < oo
.’I?1,,’I:2€R

for en lamplig positiv konstant A. Visa att

Iy () > g(S:(t), Sa(t))

om ¢ ar konvex.
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