
5. Bivariat geometrisk Brownsk r�orelseBetrakta en matematisk modell f�or tv�a aktier p�a samma marknad medprisproesserna (S1(t))t�0 oh (S2(t))t�0: Aktien med prisproessen (Si(t))t�0kallas f�or den i:te aktien f�or i = 1; 2:Det �ar naturligt att antaga attS1(t) = S1(0)e�1t+�1W1(t); t � 0oh S2(t) = S2(0)e�2t+�2W2(t); t � 0d�ar �1; �2 2 R; �1; �2 > 0 oh (W1(t))t�0 oh (W2(t))t�0 �ar tv�a normaliseradeWienerproesser. Speiellt g�aller d�a attE [W1(t)℄ = E [W2(t)℄ = 0oh E [W1(s)W1(t)℄ = E [W2(s)W2(t)℄ = min(s; t):Det b�or oks�a �nnas ett samband mellan de b�ada aktiernas prisproesser. Vipostulerar f�oljande(i) f�or alla t11; :::; t1m; t21; :::; t2n � 0 oh m;n 2 N+ s�a g�aller att denRm+n-v�arda stokastiska variabeln(W1(t11); :::W1(t1m);W2(t21); :::;W2(t2n))har en entrerad Gaussisk f�ordelning(ii) det �nns oh reellt tal � 2 ℄�1; 1[ s�a attE [W1(s)W2(t)℄ = �min(s; t):Aktiernas prisproesser s�ags i detta fall beskriva en bivariat geometriskBrownsk r�orelse med exponentiell drift oh korrelationsparametern �:Antag omv�ant att � 2 ℄�1; 1[ ; �1; �2 2 R; �1; �2 > 0 �ar givna oh att vihar tv�a stokastiskt oberoende normaliserade Wienerproesser (X1(t))t�0 oh(X2(t))t�0. Om vi de�nierar� W1(t) = X1(t)W2(t) = �X1(t) +p1� �2X2(t)87



oh aktiepriser � S1(t) = S1(0)e�1t+�1W1(t)S2(t) = S2(0)e�2t+�2W2(t)f�or alla t � 0; s�a beskriver dessa aktiepriser en bivariat geometrisk Brownskr�orelse med exponentiell drift oh korrelationsparametern �: Varje bivariatgeometrisk Brownsk r�orelse med exponentiell drift har denna form.Antag fr o m nu att vi har en modell best�aende av tv�a aktier med prispro-esser givna av en bivariat geometrisk Brownsk r�orelse med samma betek-ningar som ovan. Vi skall v�ardera ett aktiederivat av europeisk typ somutbetalar beloppet g(S1(T ); S2(T ))slutdagen T; d�ar det f�oruts�atts att g �ar kontinuerlig samt positivt homogenav graden 1 dvs g(�s1; �s2) = �g(s1; s2); � > 0:Dessutom antags attsupx1;x22R(e�A(jx1j+jx2j) j g(ex1; ex2) j) <1f�or en l�amplig positiv konstant A: Observera att det inte f�oruts�atts att v�armodell inneh�aller n�agon obligation.Optionens v�arde kommer att best�ammas genom att uppfatta en aktiean-del i aktie 2 s�asom ny prisenhet. Den f�orsta aktien f�ar d�a prisproessenS(t) = S1(t)S2(t) ; t � 0oh den andra aktien f�ar prisproessenB(t) = 1; t � 0:Med v�ar nya prisenhet utbetalar optionen f(S(T )) prisenheter slutdagen T;d�ar f(s) = g(s; 1)ty g(s1; s2) = s2g(s1s2 ; 1):S�att � =q�21 � 2��1�2 + �2288



oh observera att S(t) = S(0)e(�1��2)t+�W (t)d�ar W (t) = 1� n(�1 � ��2)X1(t)� �2p1� �2X2(t)o ; t � 0�ar en normaliseradWienerproess. Vi kan allts�a uppfatta v�ar kapitalmarknadsom ett gr�ansfall av Blak-Sholes modell d�a r�antan konvergerat mot noll.Optionen har d�arf�or v�ardet v(t; S(t)) vid tiden t � T; d�arv(t; s) = E hf(se��22 �+�W (�))ioh � = T�t: I den ursprungliga prisenheten f�ar optionen v�ardet u(t; S1(t); S2(t))vid tiden t; d�ar u(t; s1; s2) = s2v(t; s1s2 ):Observera att optionspriset u �ar r�anteoberoende i den meningen att priset ej�ar expliit beroende av r�antan.Ber�akning av derivator f�or t < T ger�u�s1 = �v�s (t; s1s2 )�2u�s21 = 1s2 �2v�s2 (t; s1s2 )�2u�s1�s2 = �s1s22 �2v�s2 (t; s1s2 )�u�s2 = v(t; s1s2 )� s1s2 �v�s (t; s1s2 )oh �2u�s22 = s21s32 �2v�s2 (t; s1s2 ):Det f�oljer h�arav att�21s21�2u�s21 + 2��1�2s1s2 �2u�s1�s2 + �22s22�2u�s22= s2�2s2�2v�s2 (t; s1s2 ):89



Eftersom Blak-Sholes di�erentialekvation i gr�ansfallet r = 0 ger att�v�t + �22 s2�2v�s2 = 0f�oljer att �u�t + 12 ��21s21�2u�s21 + 2��1�2s1s2 �2u�s1�s2 + �22s22�2u�s22� = 0:Dessutom �ar ujt=T = g:Denna di�erentialekvation med slutvillkor �ar ett gr�ansfall av Blak-Sholesdi�erentialekvation i tv�a prisvariabler.F�oljande exempel g�ar tillbaka till Margrabe [MAR℄ :Exempel 1. Betrakta r�attigheten, men ej skyldigheten, att f�a byta aktie 2mot aktie 1 vid tiden T . H�ar �arg(s1; s2) = max(0; s1 � s2)oh f(s) = max(0; s� 1):S�aledes f�oljer av Blak-Sholes k�opoptionsformel f�or t < T attv(t; s) = s�(d1)� �(d2)d�ar d1(s) = ln s+ �22 ��p�oh d2(s) = ln s� �22 ��p� :Optionens pris vid tiden t blir nu lika med u(t; S1(t); S2(t)) d�aru(t; s1; s2) = s2v(t; s1s2 )90



= s1�(d1(s1s2 ))� s2�(d2(s1s2 )):Exempel 2. Betrakta optionen p�a maximum av priset f�or aktie 1 oh aktie2 vid tiden T: H�ar �ar g(s1; s2) = max(s1; s2):Eftersom g(s1; s2) = s2 +max(0; s1 � s2)blir u(t; s1; s2) = s1�(d1(s1s2 )) + s2(1� �(d2(s1s2 )))oh efter f�orenklingu(t; s1; s2) = s1�(d1(s1s2 )) + s2�(d1(s2s1 )):Vissa valutaoptioner kan behandlas med de metoder vi ber�ort ovan. Somett exempel studeras nedan r�attigheten, men ej skyldigheten, att k�opa engiven japansk aktie ett framtida datum T till ett givet pris K i svenskakronor. Antags att aktien har prisproessen (U(t))t�0 i yen oh att en yenhar prisproessen (�(t))t�0 i svenska kronor s�a har optionen v�ardetmax(0; U(T )�(T )�K)i svenska kronor vid tiden T: F�or att v�ardera optionen f�oruts�atts att ak-tiekursen oh yenkursen beskriver en bivariat geometrisk Brownsk r�orelsemed exponentiell drift oh korrelationsparametern � 2 ℄�1; 1[. Det �nnsd�arf�or tv�a stokastiskt oberoende normaliserade Wienerproesser (X1(t))t�0oh (X2(t))t�0 oh ett reellt tal � 2 ℄�1; 1[ s�a attU(t) = U(0)e�U t+�UWU(t)oh �(t) = �(0)e��t+��W�(t)d�ar � WU(t) = X1(t)W�(t) = �X1(t) +p1� �2X2(t)91



oh �U ; �� 2 R; �U ; �� > 0: Vi kan uppfattaS(t) = �(t)U(t); t � 0som prisproessen f�or ett svenskt v�ardepapper. H�ar �arS(t) = S(0)e(�U+��)t+�W (t)d�ar W (t) = 1� n(�U + ���)X1(t) +p1� �2X2(t))ooh � =q�U 2 + 2��U�� + �2� :Eftersom proessen (W (t))t�0 �ar en normaliserad Wienerproess blir option-spriset uttrykt i svenska kronor vid tiden t < T enligt Blak-Sholes formellika med U(t)�(t)�(d1)�Ke�r��(d2)d�ar � = T � t; d1 = ln U(t)�(t)K + (r + �22 )��p�oh d2 = ln U(t)�(t)K + (r � �22 )��p� :Det �ar h�ar underf�orst�att att det p�a den svenska marknaden �nns en obligationmed priset B(t) = B(0)ert vid tiden t:�Ovningar1. Visa att summan av tv�a stokastiskt oberoende Wienerproesser �ar enWienerproess.2. L�at G1; G2 vara tv�a stokastiskt oberoende N(0; 1)-variabler. a) S�att� X1 X2 � = � G1 G2 �� 1 21 1 �92



oh � Y1 Y2 � = � G1 G2 �� p2 3=p20 1=p2 � :Visa att proesserna (Xk)2k=1 oh (Yk)2k=1 �ar ekvivalenta i f�ordelning.b) L�at (Xk)2k=1 vara en entrerad Gaussproess oh s�att� Y1 Y2 � = � G1 G2 �� a b0  � :d�ar a; b oh  �ar reella tal. Visa att dessa tal kan v�aljas s�a att pro-esserna (Xk)2k=1 oh (Yk)2k=1 �ar ekvivalenta i f�ordelning.3. Betrakta r�attigheten, men ej skyldigheten, att f�a k�opa en given japanskaktie ett framtida datum T till ett givet pris K i svenska kronor. An-tags att aktien har prisproessen (U(t))t�0 i yen oh att en yen harprisproessen (�(t))t�0 i svenska kronor s�a har optionen v�ardetmax(0; U(T )�(T )�K)= �(T )max(0; U(T )� KB(T )B(T )��1(T ))i svenska kronor vid tiden T; d�ar B(t) = B(0)ert �ar priset f�or en svenskobligation vid tiden t: Uppfatta (B(t)��1(t))t�0 som prisproessen f�orett japanskt v�ardepapper oh v�ardera optionen med hj�alp av exempel1.4. Betrakta ett aktiederivat av europeisk typ som utbetalar beloppetY = g(S1(T ); S2(T ))slutdagen T: Det f�oruts�atts att g �ar kontinuerlig samt positivt homogenav graden 1 dvs g(�s1; �s2) = �g(s1; s2); � > 0:Dessutom f�oruts�atts attsupx1;x22R(e�A(jx1j+jx2j) j g(ex1; ex2) j) <1f�or en l�amplig positiv konstant A: Visa att�Y (t) � g(S1(t); S2(t))om g �ar konvex. 93


