
AppendixKonvexitet i RnDe matematiska metoderna inom teorin f�or �nansiella derivat g�ar ofta till-baka till stokastisk eller konvex analys. I detta kapitel uppm�arksammasn�agra grundl�aggande resultat inom konvexitetsteorin. I slutet av kapitletanv�ands separationssatser f�or konvexa m�angder f�or att p�a nytt utreda fr�aganom arbitrage i binomialmodellen med ett tidssteg.En delm�angd A av Rn s�ags vara konvex, om str�a
kan som f�orbinder tv�agodty
kliga punkter i m�angden alltid ligger i m�angden dvs omx; y 2 A) �x + (1� �)y 2 A; 0 � � � 1:Antag D � Rn: En funktion f : D ! R kallas konvex om D �ar konvex o
hf(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y):f�or alla x; y 2 D o
h alla 0 � � � 1: En funktion f �ar konkav om �f �arkonvex.Om A o
h B �ar delm�angder av Rn o
h � 2R de�nierasA+B = fx + y; x 2 A o
h y 2 Bgo
h �A = f�x; x 2 Ag :M�angden A+B kallas f�or summan eller, om det �nns behov av att vara tydlig,Minkowskisumman av A o
h B: Observera att A +B o
h �A �ar konvexa omA o
h B �ar konvexa. Om A �ar konvex s�a g�aller o
ks�a att A+ A = 2A:Vi uppfattar ett element x 2Rn som en kolonnmatris. Transponatet av enmatris A med reella element bete
knas med A�: Den vanliga skal�arproduktenx � y av tv�a vektorer x o
h y i Rn kan d�arf�or skrivas x�y: Storhetenj x j= px � xkallas f�or den euklidiska normen av vektorn x 2Rn: F�or godty
kliga x; y 2 Rng�aller parallellogramlagenj x+ y j2 + j x� y j2= 2(j x j2 + j y j2)103



triangelolikheten j x + y j�j x j + j y jo
h Cau
hy-S
hwarz olikhet x � y �j x jj y j :Observera att den euklidiska normenx!j x j; x 2 Rn�ar en konvex funktion.Om x; y 2 Rn kallas storhetend(x; y) =j x� y jf�or avst�andet mellan x o
h y:Om a 2Rn o
h r > 0 de�nierasB(a; r) = fx; x 2 Rn o
h d(x; a) < rg :M�angden B(a; r) kallas f�or en �oppen boll med 
entrum a o
h radie r: Endelm�angd U av Rn �ar �oppen om det f�or varje a 2 U existerar r > 0 s�aatt bollen B(a; r) �ar en delm�angd av U: En �oppen boll �ar en �oppen m�angd.Unionen A [B = fx; x 2 A ellerx 2 Bgav tv�a �oppna m�angder A,B � Rn �ar �oppen. Unionen av ett godty
kligt antal�oppna m�angder �ar o
ks�a �oppen. En delm�angd F av Rn kallas sluten om desskomplement Rn n F = fx; x 2 Rn o
h x =2 Fg�ar en �oppen m�angd. SnittetA \ B = fx; x 2 A o
h x 2 Bgav tv�a slutna m�angder A o
h B �ar slutet. Detsamma g�aller f�or snittet avett godty
kligt antal slutna m�angder. Snittet av alla slutna m�angder somomfattar en given m�angd A kallas f�or slutna h�oljet av A o
h bete
knas med�A. Unionen av alla �oppna delm�angder av en given m�angd A kallas f�or det inre104



av A o
h bete
knas med Ao: En sekvens (xk)k2N i Rn s�ags vara konvergentom det �nns ett x 2Rn s�a attlimk!1 j xk � x j= 0:Det kan �nnas h�ogst en s�adan vektor x o
h vi skriverlimk!1xk = x:Observera att en delm�angd A avRn �ar sluten om o
h endast om varje sekvensi A; som �ar konvergent, konvergerar mot ett element i A:Vi s�ager att en delm�angd A av Rn �ar begr�ansad om det �nns ett r > 0s�a att A � B(0; r): En sekvens i Rn �ar begr�ansad om dess element tillh�oren l�amplig begr�ansad m�angd. Om (xk)k2N �ar en sekvens o
h (ki)i2N �ar enstr�angt v�axande f�oljd av naturliga tal s�ags f�oljden (xki)i2N vara en delf�ojd avf�oljden (xk)k2N: En delm�angd K av Rn s�ags vara kompakt om varje sekvens(xk)k2N av element i K inneh�aller en delf�oljd (xki)i2N som konvergerar motett element i K. Det �ar l�att att visa att en kompakt m�angd �ar sluten o
hbegr�ansad. Omv�andningen g�aller o
ks�a o
h �ar en direkt f�oljd av f�oljanderesultat som vi godtar utan bevis.Sats 1. (Bolzano-Weierstrass sats) En begr�ansad sekvens i Rn in-neh�aller en konvergent delf�oljd.Som ett annat exempel p�a hur Bolzano-Weierstrass sats kan till�ampas tarvi tv�a delm�angder A o
h B av Rn; d�ar A �ar sluten o
h B �ar kompakt o
h skallvisa att Minkowskisumman A+B �ar sluten. V�alj d�arf�or en sekvens (xk)k2Ni A +B som konvergerar mot en punkt x 2Rn: Vi skall visa att x 2 A+B.L�at d�arf�or xk = ak + bk; d�ar ak 2 A o
h bk 2 B f�or varje k 2 N: Eftersomm�angden B �ar kompakt �nns en konvergent delf�oljd (bki)i2N som konvergerarmot ett element b 2 B: Observera att sekvensen (xki)i2N konvergerar mot x:Eftersom aki = xki� bki f�oljer att sekvensen (aki)i2N �ar konvergent. Vi kallardess gr�ansv�arde f�or a o
h drar slutsatsen att a 2 A eftersom A �ar sluten.Genom att l�ata i!1 i relationen xki = aki+bki f�oljer att x = a+b 2 A+B:Antag D � Rn: En funktion f : D! R �ar kontinuerlig omlimx!x0 f(x) = f(x0)105



f�or varje x0 2 D: Om a 2 Rn s�a �ar linj�arformenf(x) = a � x; x 2 Rnkontinuerlig. Spe
iellt f�oljer att m�angden fx; x 2 R o
h a � x = 0g �ar sluten.L�at nu L vara ett delrum av Rn. Vi p�ast�ar att L �ar en sluten m�angd.Betrakta n�amligen en bas e1; :::; em i L: Denna kan utvidgas till en base1; :::; em; em+1; :::; en f�or hela Rn. Det �nns en inverterbar matris A =(aij)i;j=1;:::;n med reella element som har f�oljande egenskap: om en godty-
klig vektor x i Rn har koordinaterna �i; i = 1; :::; n relativt basen e1; :::; eno
h koordinaterna xi; i = 1; :::; n; relativt standardbasen s�a g�aller att�i = nXj=1 aijxj; i = 1; :::; n:Allts�a �ar �i = ai � x; i = 1; :::; nd�ar ai bete
knar rad i i matrisen A: Slutligen �ar L m�angden av alla x s�adanaatt �i = 0; i = m + 1; ::; n; dvs m�angden av alla x s�adana att ai � x = 0;i = m + 1; ::; n. Ett snitt av slutna m�angder �ar slutet s�a det f�oljer att L �aren sluten m�angd.Innan vi g�ar vidare vill vi p�aminna om bete
kningen infM: Antag d�arf�orM �ar en delm�angd av reella talm�angden. M�angden M s�ags vara ned�atbegr�ansad om det �nns ett reellt tal m s�a x � m f�or alla x 2 M: Talet mkallas en minorant f�or M: En i
ke-tom ned�at begr�ansad m�angd M av reellatal har en st�orsta minorant o
h denna bete
knas med infM: Denna egenskaphos de reella talen tas ofta som ett axiom i de inledande h�ogskolekurserna ianalys.Antag nu A �ar en i
ke-tom delm�angd avRn. Vi de�nierar avst�andsfunktionend(x;A) till A genom att d(x;A) = infa2A d(x; a)dvs d(x;A) = inf fd(x; a); a 2 Agf�or godty
kligt x 2Rn: Olikhetend(x; a) � d(x; y) + d(y; a)106



ger d(x;A) � d(x; y) + d(y; a); alla a 2 Ao
h d(x;A) � d(x; y) + d(y; A):Genom att kasta om x o
h y f�oljer d�arf�or attj d(x;A)� d(y; A) j� d(x; y)varf�or avst�andsfunktionen x! d(x;A); x 2 Rn�ar kontinuerlig.Det �nns f�or �xt x 2Rn en f�oljd (ak)k2N i A s�a attd(x;A) = limk!1 d(x; ak):F�oljden (ak)k2N �ar begr�ansad o
h beroende p�a Bolzano-Weierstrass sats kanvi d�arf�or utan inskr�ankning antaga att f�oljden (ak)k2N konvergerar mot enpunkt y 2 Rn: Det f�oljer att d(x;A) = d(x; y):R�akar A vara sluten m�aste y 2 A: Vi s�ager i detta fall att det �nns en punkti A som ligger n�armast x: Det kan do
k �nnas 
era punkter i A som liggerlika n�ara x som y g�or.Sats 2. (Unik n�armaste punktegenskap) Antag att A �ar en sluten,i
ke-tom o
h konvex delm�angd av Rn o
h antag x 2 Rn. D�a �nns en unikpunkt y 2 A s�adan att d(x;A) = d(x; y):Bevis. L�at d = d(x;A) = infa2A j x� a j :Antag y; y0 2 A �ar s�adana attd =j x� y j=j x� y0 j :107



Relationen 4d2 = 2(j x� y j2 + j x� y0 j2)o
h parallellogramlagen ger att4d2 =j (x� y) + (x� y0) j2 + j (x� y)� (x� y0) j2dvs 4d2 = 4 j x� y + y02 j2 + j y0 � y j2 :Eftersom y + y02 2 Af�oljer att 4d2 � 4d2+ j y0 � y j2dvs y0 = y. Detta avslutar beviset f�or sats 2.Vektorn y i sats 2 kallas f�or projektionen av x p�a A o
h bete
knas medPA(x).Sats 3. Om A �ar en sluten, i
ke-tom o
h konvex delm�angd av Rn o
h a 2 As�a g�aller att (x� PA(x)) � (a� PA(x)) � 0f�or alla x 2 Rn.Bevis. S�att y = PA(x). Om 0 < � < 1 g�aller attj x� y j2�j x� ((1� �)y + �a) j2dvs j x� y j2�j (x� y)� �(a� y) j2eller 0 � �2�(x� y) � (a� y) + �2 j a� y j2 :Genom att dividera denna olikhet med � o
h sedan l�ata �! 0 erh�alls0 � �2(x� y) � (a� y):108



H�arav f�oljer sats 3 omedelbart.Korollarium 1. Om A �ar ett delrum av Rn o
h a 2 A s�a g�aller attx � a = PA(x) � af�or alla x 2 Rn.D�a A �ar ett delrum av Rn kallas PA(x) f�or ortogonala projektionen av xp�a delrummet A:Bevis. Ett delrum avRn �ar slutet. Vi ers�atter amed�a+PA(x) i f�oreg�aendesats o
h korollarium 1 f�oljer omedelbart.Sats 4. (Separation av punkt o
h sluten konvex m�angd) Antag A �aren sluten, i
ke-tom o
h konvex delm�angd av Rn o
h antag x 0 =2 A. D�a �nnsen vektor a 2 Rn o
h � 2 R s�a atta � x0 < � � a � xf�or alla x2 A.Bevis. S�att x1 = PA(x0)s�a att (x0 � x1) � (x� x1) � 0; alla x 2 Aenligt sats 3. Vi de�nierar nu a = x1 � x0 o
h f�ara � x1 � a � x; x 2 A:Vidare g�aller att a � x0 < a � x1eftersom a 6= 0. Vi kan d�arf�or de�niera � = a � x1 o
h sats 4 f�oljer direkt.109



Sats 5. Antag D � Rn �ar �oppen o
h f : D ! R konvex. D�a �ar f kontin-uerlig o
h till varje x0 2 D existerar 
 2 Rn s�a attf(x) � f(x0) + 
 � (x� x0)f�or alla x 2 D:Vi n�ojer oss med att visa sats 5 f�or n = 1 o
h D = R:Bevis: L�at x0 2 R: Vi skall visa attlimx!x0 f(x) = f(x0):F�oljande bevis brukar kallas "fj�arilsbevis". V�alj a; b 2 R s�a att a < x0 < bo
h l�at y = la(x) vara ekvationen f�or den linje i xy-planet som g�ar genompunkterna (a; f(a)) o
h (x0; f(x0)) o
h l�at y = lb(x) vara ekvationen f�or denlinje i xy-planet som g�ar genom punkterna (b; f(b)) o
h (x0; f(x0)): Konvex-iteten f�or f medf�or attlb(x) � f(x) � la(x); a � x � x0o
h la(x) � f(x) � lb(x); x0 � x � b:Eftersom limx!x0 la(x) = limx!x0 lb(x) = f(x0)f�oljer att limx!x0 f(x) = f(x0):Funktionen f �ar d�arf�or kontinuerlig.S�att E = �(x; y); (x; y) 2 R2 o
h y � f(x)	 :M�angden E �ar sluten eftersom f �ar kontinuerlig o
h E �ar konvex eftersomf �ar konvex. Beroende p�a separationssatsen f�or punkt o
h sluten konvexm�angd �nns f�or varje n 2 N+ en linje genom punkten (x0; f(x0) � 1n) sominte r�akar E: Detta inneb�ar att det �nns ett reellt tal 
n s�adant attf(x) � (f(x0)� 1n) + 
n(x� x0)110



f�or alla x 2 R: Olikheternaf(a)� f(x0) + 1n � 
n(a� x0)o
h f(b)� f(x0) + 1n � 
n(b� x0)visar att sekvensen (
n)1n=1 �ar begr�ansad. Enligt Bolzano-Weierstrass sats�nns en delf�oljd (
ni)1i=1 som konvergerar mot ett reellt tal som vi bete
knarmed 
: Genom att �xera x 2 R o
h l�ata i!1 i olikhetenf(x) � (f(x0)� 1ni ) + 
ni(x� x0)s�a f�oljer sats 5.Sats 6 (Jensens olikhet) Antag f : R ! R konvex. L�at X vara enreellv�ard stokastisk variabel s�adan attE [j X j℄ <1o
h E [j f(X) j℄ <1:D�a g�aller att f(E [X℄) � E [f(X)℄ :Bevis. S�att x0 = E [X℄ : Enligt f�oreg�aende sats �nns ett reellt tal 
 s�adantatt f(X) � f(x0) + 
(X � x0):Allts�a �ar E [f(X)℄ � f(x0) + 
E [X � x0℄ = f(x0)vilket avslutar beviset.Korollarium 2. L�at X vara en reellv�ard stokastisk variabel s�adan attE [j X ja℄ <1111



f�or ett visst positivt tal a: D�a �ar funktionenp! (E [j X jp℄) 1p ; 0 < p � av�axande.Bevis. Antag 0 < p < a o
h v�alj b > 1 s�a att pb � a: S�att f(x) =j x jb;x 2 R: Funktionen f �ar konvex s�a Jensens olikhet medf�or attf(E [j X jp℄) � E [f(j X jp)℄dvs (E [j X jp℄)b � E �j X jpb�eller (E [j X jp℄) 1p � (E �j X jpb�) 1pbvilket visar korollarium 2.F�oljande separationssats �ar ofta anv�andbar i matematisk ekonomi o
hmatematisk �nans.Sats 7. (Separation av kompakt konvex m�angd o
h delrum ) AntagK �ar en kompakt konvex m�angd i Rn o
h antag L �ar ett delrum av Rns�adant att K \L = ;. D�a �nns a 2 Rn s�a atta � x > 0; x 2 Ko
h a � y = 0; y 2 L:Bevis. L�at A = K + L: Observera att 0 =2 A o
h att A �ar en sluten konvexm�angd: Vi anv�ander sats 4 med x0 = 0 o
h f�ar ett a 2 Rn o
h ett � 2 R s�aatt 0 = a � 0 < � � a � uf�or alla u 2 A. V�alj nu x 2 K o
h y 2 L godty
kligt. D�a g�aller att0 < � � a � (x� y)112



dvs a � x � a � y + �:Genom att ers�atta y med ty d�ar t 2 R s�a f�oljer atta � x � t(a � y) + �f�or alla t 2 R o
h vi drar slutsatsen att a � y = 0: H�arav f�oljer o
ks�a atta � x � � > 0: Detta visar sats 7.Om x = (x1; :::; xn) 2 Rn s�a inneb�ar relationenx � 0att x1 � 0; :::; xn � 0o
h relationen x > 0att x1 > 0; :::; xn > 0:Sats 8. Antag A = (ajk)1�j�m; 1�k�n �ar en matris med reella element o
hantag b 2 Rm. L�at vidare ak; k = 1; ::n; bete
kna matrisens kolonner. D�ag�aller exakt ett av f�oljande alternativ:(i) ekvationen f:Ax = 0x > 0�ar l�osbar(ii) det �nns h 2 Rm s�a atth�ak � 0; k = 1; :::; nd�ar likhet ej intr�a�ar i samtliga olikheter dvs� A�h � 0A�h 6= 0:113



Bevis. Antag f�orst att b�ade (i) o
h (ii) g�aller o
h l�at x vara som i (i) o
h hsom i (ii). D�a �ar h�(Ax) = h�0 = 0varf�or (h�A)x = 0:Men x > 0 o
h A�h � 0; A�h 6= 0 s�a(h�A)x = ((h�A)x)� = x�(A�h) > 0o
h det uppst�ar en mots�agelse. Allts�a g�aller h�ogst en av p�ast�aendena (i) o
h(ii).Vi antar nu att (ii) ej g�aller o
h skall visa att ekvationen i (i) �ar l�osbar,vilket avslutar beviset f�or sats 8. S�attL = fA�h; h 2 Rmgo
h K = (x 2 Rn; x � 0 o
h nXi=1 xi = 1) :Eftersom (ii) ej g�aller �ar K \ L = ;: Vi utnyttjar nu separationssatsen f�orkompakt konvex m�angd o
h delrum o
h f�ar en vektor a 2 Rn s�adan atta � x > 0; x 2 Ko
h a � (A�h) = a�A�h = 0; h 2 Rm:Den senare relationen betyder att a�A� = 0 dvs Aa = 0 o
h den f�orstarelationen betyder att a > 0: Ekvationen i p�ast�aende (i) �ar s�aledes l�osbar.Detta visar sats 8.Korollarium 3. Antag A = (ajk)1�j�m; 1�k�n �ar en matris med reella el-ement o
h antag b 2 Rm. L�at vidare ak; k = 1; :::; n; bete
kna matrisenskolonner. D�a g�aller exakt ett av f�oljande alternativ:114



(i) ekvationen f:Ax = bx > 0�ar l�osbar(ii) det �nns h 2 Rm s�a attf: h�b � 0 h�ak � 0; k = 1; :::; n:d�ar likhet ej intr�a�ar i samtliga olikheter.Bevis. Resultatet f�oljer direkt genom att anv�anda sats 8 p�a matrisen[A j �b℄vilket avslutar beviset f�or korollarium 3.Exempel 1. Betrakta �aterigen binomialmodellen med ett tidssteg o
h l�aten viss portf�olj best�a av hS aktier o
h hB obligationer. Dess v�arde vid tident ges av v(t) = hSS(t) + hBB(t):Vi s�ager att ett arbitrage uppst�ar om portf�oljen kan v�aljas s�a attv(0) = 0; v(1) � 0 o
h v(1) 6= 0:Utskrivet mer expli
it inneb�ar detta atthSS(0) + hBB(0) = 0o
h f:hSS(0)eu + hBB(0)er � 0hSS(0)ed + hBB(0)er � 0d�ar strikt olikhet intr�a�ar i n�agon av de tv�a olikheterna. Alternativt inneb�ardetta att hS o
h hB kan v�aljas s�a att8<: hSS(0) + hBB(0) � 0hSS(0)eu + hBB(0)er � 0hSS(0)ed + hBB(0)er � 0115



d�ar strikt olikhet intr�a�ar i n�agon av de tre olikheterna. Korollarium 3 medf�oratt modellen saknar arbitrage om o
h endast om det existerar reella tal x; y >0 s�adana attf:S(0)eux + S(0)edy = S(0)B(0)erx+B(0)ery = B(0)dvs om o
h endast om det existerar reella tal x; y > 0 s�adana attf:x = e�r er � edeu � ed y = e�r eu � ereu � ed :Modellen saknar d�arf�or arbitrage pre
is d�ad < r < u:Exempel 2. Betrakta en matematisk modell f�or en kapitalmarknad best�aendeav n aktier med priserna S1(t); :::; Sn(t) vid tiden t o
h en obligation medpriset B(t) vid tiden t. H�ar �ar B(0) o
h S1(0); :::; Sn(0) positiva konstanter.Vi antager att tidsvariabeln t endast kan antaga tv�a v�arden, n�amligen 0 eller1 o
h l�ater B(1) = B(0)erd�ar konstanten r > 0 o
hSi(1) = Si(0)eXi ; i = 1; :::; nd�arX1; :::; Xn �ar reellv�arda 2-punktsf�ordelade stokastiska variabler. Det �nnsallts�a ui; di 2 R, som uppfyller ui > di; s�a att sannolikheternapui = P [Xi = ui℄o
h pdi = P [Xi = di℄uppfyller pui + pdi = 1;o
h pui > 0, pdi > 0f�or i = 1; :::; n: Dessutom antages attXi = ui ) Xj = uj f�or alla i o
h j:116



Vi kan enklare s�aga att aktierna alla g�ar upp samtidigt eller alla g�ar nedsamtidigt. F�or enkelhets skull antas o
ks�a att h�andelserna[Xi =2 fui; dig℄ ; i = 1; :::; naldrig intr�a�ar.Betrakta nu en portf�olj som best�ar av hi aktier av i :te slaget f�or i =1; :::; n o
h hB obligationer. Dess v�arde V (t) vid tiden t ges avV (t) = nXi=1 hiSi(t) + hBB(t):Ett arbitrage s�ags uppst�a omV (0) = 0, V (1) � 0 o
h V (1) 6= 0eller ekvivalent att V (0) � 0 o
h V (1) � 0d�ar likhet inte intr�a�ar i b�ada olikheterna. Enligt korollarium 3 �ar dettaekvivalent med att det �nns x > 0 o
h y > 0 s�a attSi(0)euix + Si(0)ediy = Si(0); i = 1; :::; no
h B(0)erx +B(0)ery = B(0):Arbitragefrihet i denna modell �ar s�aledes ekvivalent med attui > r > di; i = 1; :::; no
h er � edieui � edi = er � edjeuj � edj ; i; j = 1; :::; n:�Ovningar1. Visa att minimum tv�a konkava funktioner med samma de�nitionsm�angd�ar konkav. 117



2. Visa att �oppna bollar �ar konvexa.3. Ge exempel p�a tv�a slutna konvexa delm�angder avR2 vars Minkowskisumma�ar �oppen o
h skild fr�an hela R2:4. Antag A � Rn �ar sluten. Visa att funktionenx! d(x;A); x 2 Rn�ar konvex om o
h endast om A �ar konvex.5. L�at U vara en �oppen konvex delm�angd av Rn: Visa att en tv�a g�angerkontinuerligt deriverbar funktion f : U ! R �ar konvex om Hessema-trisen � �2f�xj�xk (x)�1�j;k�n�ar positivt semide�nit i varje punkt x 2 U:6. L�at A vara en konvex delm�angd av ett vektorrum. Visa attnXk=1 �kxk 2 Af�or alla x1; :::; xn 2 A o
h alla �1; :::; �n 2 [0; 1℄ som uppfyllernXk=1 �k = 1:7. Funktionen f : A! R �ar konvex. Visa attf( nXk=1 �kxk) � nXk=1 �kf(xk)f�or alla x1; :::; xn 2 A o
h alla �1; :::; �n 2 [0; 1℄ som uppfyllernXk=1 �k = 1:
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8. L�at x1; :::xn > 0 o
h antag �1; :::; �n 2 [0; 1℄ uppfyllernXk=1 �k = 1:Visa att nYk=1x�kk � nXk=1 �kxk:Notera spe
ialfallet nvuut nYk=1 xk � 1n nXk=1 xk:9. Antag 0 � t1 < ::: < tn = T o
h l�at �1; :::; �n 2 [0; 1℄ uppfyllanXi=1 �i = 1:Betrakta tv�a aktiederivat av europeisk typ som utbetalar beloppenX = max(0; nXi=1 �iS(ti)�K)resp Y = max(0; nYi=1 S(ti)�i �K)vid tiden T d�ar K > 0: L�at t < T: Visa att det f�orsta derivatets v�ardevid tiden t ej kan understiga det andra derivatets v�arde vid tiden t(dominansprin
ipen antags g�alla).10. En funktion f : R! [0;1[ s�ags vara log-konkav omf(�x+ (1� �)y) � f�(x)f (1��)(y)f�or alla x; y 2 R o
h 0 � � � 1: Antag K > 0: Visa att funktionerna
(x) = max(0; ex �K); x 2 Ro
h p(x) = max(0; K � ex); x 2 R�ar log-konkava (dvs europeiska k�op- o
h s�aljoptioners utbetalningsfunk-tioner �ar en log-konkava funktioner av log-priset).119



11. L�at U vara en �oppen konvex delm�angd av Rn o
h f : U ! R en konvexfunktion. Visa att f �ar upp�at begr�ansad p�a varje sluten begr�ansaddelm�angd K av U .12. L�at U vara en �oppen konvex delm�angd av Rn o
h f : U ! R en konvexfunktion. Visa att f �ar kontinuerlig.13. Funktionen u(x); x > 0; �ar tv�a g�anger kontinuerligt deriverbar o
h detg�aller att u0(x) > 0 o
h u00(x) < 0 f�or alla x > 0: L�at vidare a > 0 varagivet o
h antag Xp �ar en 2-punktsf�ordelad stokastisk varibabel s�adanatt P [Xp = +1℄ = p o
h P [Xp = �1℄ = 1 � p. Visa att det f�or varjeh 2 ℄0; a[ existerar p = p(a; h) 2 ℄0; 1[ s�a attu(a) = E [u(a+ hXp)℄ :Visa d�arefter att limh!0+ p(a; h)� 12h = 14R(a)d�ar R(a) = �u00(a)u0(a) :(Funktionen R kallas Arrow-Pratts absoluta riskaversionsm�att.)
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