Appendix

Konvexitet i R

De matematiska metoderna inom teorin for finansiella derivat gar ofta till-
baka till stokastisk eller konvex analys. I detta kapitel uppmarksammas
nagra grundldggande resultat inom konvexitetsteorin. I slutet av kapitlet
anvands separationssatser for konvexa mangder for att pa nytt utreda fragan
om arbitrage i binomialmodellen med ett tidssteg.

En delmangd A av R” sags vara konvex, om strackan som forbinder tva
godtyckliga punkter i mangden alltid ligger i mangden dvs om

ryeEA=Xdr+(1-Nye A 0< A< 1.
Antag D C R”™. En funktion f : D — R kallas konvex om D &r konvex och

fQz+ (1= Ny) <Af(x)+ (1= A)f(y)

for alla 2,y € D och alla 0 < A < 1. En funktion f ar konkav om —f &r
konvex.
Om A och B ar delméngder av R" och o €R definieras

A+B={rx+y; € Aochy € B}

och
aA = {ax; v € A}.

Mangden A+ B kallas for summan eller, om det finns behov av att vara tydlig,
Minkowskisumman av A och B. Observera att A +B och aA ar konvexa om
A och B ar konvexa. Om A ar konvex sa galler ocksa att A + A = 2A.

Vi uppfattar ett element x €R"™ som en kolonnmatris. Transponatet av en
matris A med reella element betecknas med A*. Den vanliga skalarprodukten
x -y av tva vektorer x och y i R” kan darfor skrivas x*y. Storheten

kallas for den euklidiska normen av vektorn z €eR". For godtyckliga =,y € R"
galler parallellogramlagen

ety P+l —yl’=20z "+ ]y’
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triangelolikheten
2z +yl<|z|+]y]

och Cauchy-Schwarz olikhet
-y <lzllyl.
Observera att den euklidiska normen
r—|xl|, xeR"

ar en konvex funktion.
Om z,y € R" kallas storheten

d(w,y) =z —y |

for avstandet mellan x och .
Om a €R"™ och r > 0 definieras

B(a;r) ={z; x € R" och d(x,a) < r}.

Méangden B(a;r) kallas for en 6ppen boll med centrum a och radie r. En
delméngd U av R™ éar oppen om det for varje a € U existerar r > 0 sa
att bollen B(a;r) ar en delméngd av U. En 6ppen boll dr en 6ppen méngd.
Unionen

AUB = {x;z € Aellerx € B}

av tva 6ppna mangder A,B C R" ar 6ppen. Unionen av ett godtyckligt antal
oppna mangder ar ocksa 6ppen. En delmangd F' av R” kallas sluten om dess
komplement

R'"\F={z;z€R"ochz ¢ F}

ar en oppen mangd. Snittet
ANB={x;z € Aochze B}

av tva slutna méangder A och B ar slutet. Detsamma géller for snittet av
ett godtyckligt antal slutna mangder. Snittet av alla slutna méangder som
omfattar en given mangd A kallas for slutna holjet av A och betecknas med

A. Unionen av alla 6ppna delméngder av en given mangd A kallas for det inre
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av A och betecknas med A°. En sekvens (zy)ren 1 R™ ségs vara konvergent
om det finns ett z €R" sa att

lim |z, — 2 |=0.
k—o00
Det kan finnas hogst en sadan vektor x och vi skriver

lim z;, = z.

k—o0
Observera att en delmangd A av R™ &r sluten om och endast om varje sekvens
i A, som ar konvergent, konvergerar mot ett element i A.

Vi sdger att en delmangd A av R™ ar begridnsad om det finns ett r > 0
sa att A C B(0;7). En sekvens i R™ dr begrinsad om dess element tillhor
en lamplig begransad mangd. Om (x;)ken ar en sekvens och (k;);en r en
striangt vixande f6ljd av naturliga tal sigs foljden (zj,);en vara en delfojd av
foljden (zx)ren- En delmingd K av R" ségs vara kompakt om varje sekvens
(r)ken av element i K innehaller en delfdljd (zy,);en som konvergerar mot
ett element i K. Det ar latt att visa att en kompakt mangd ar sluten och
begransad. Omvandningen galler ocksa och ar en direkt foljd av foljande
resultat som vi godtar utan bevis.

Sats 1. (Bolzano-Weierstrass sats) En begrinsad sekvens i R" in-
nehaller en konvergent delfoljd.

Som ett annat exempel pa hur Bolzano-Weierstrass sats kan tillimpas tar
vi tva delméangder A och B av R", dar A ar sluten och B ar kompakt och skall
visa att Minkowskisumman A + B &r sluten. Valj dérfor en sekvens (xy)ken
i A+ B som konvergerar mot en punkt x €R"™. Vi skall visa att x € A + B.
Lat darfor x, = ay + by, dar ap € A och b, € B for varje k € N. Eftersom
méngden B ar kompakt finns en konvergent delf6ljd (b, );en som konvergerar
mot ett element b € B. Observera att sekvensen (xy,);en konvergerar mot x.
Eftersom ay, = xy, — by, foljer att sekvensen (ag,);en dr konvergent. Vi kallar
dess gransvarde for a och drar slutsatsen att a € A eftersom A ar sluten.
Genom att lata ¢ — oo irelationen xy, = ay, +by, foljer att x = a+b € A+ B.

Antag D C R". En funktion f: D — R ar kontinuerlig om

lim f(z) = f(zo)

T—TQ
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for varje xg € D. Om a € R"™ sa ar linjarformen
fz)=a-z, x € R"

kontinuerlig. Speciellt féljer att mangden {z; = € R och a - x = 0} &r sluten.

Lat nu L vara ett delrum av R”. Vi pastar att L ar en sluten mangd.
Betrakta namligen en bas ey,...,e,, 1 L. Denna kan utvidgas till en bas
€1y ey Emy €mat, -, €y fOr hela R™.  Det finns en inverterbar matris A =
(@ij)ij=1...n med reella element som har féljande egenskap: om en godty-
cklig vektor x i R"™ har koordinaterna &;, i = 1,...,n relativt basen ey, ..., e,
och koordinaterna x;, i = 1, ..., n, relativt standardbasen sa galler att

n

E, = E a,;j:cj, 1 = 1,...,71.

Jj=1

Alltsa ar
fi:a,;-x, 7::1,...,7’1,

dar a; betecknar rad 7 i matrisen A. Slutligen ar L méngden av alla x sadana
att & = 0, 7 = m + 1,..,n, dvs mangden av alla x sadana att a; - v = 0,
1 =m+ 1,..,n. Ett snitt av slutna mangder ar slutet sa det foljer att L ar
en sluten mangd.

Innan vi gar vidare vill vi paminna om beteckningen inf M. Antag darfor
M ar en delméngd av reella talmangden. Mangden M sdgs vara nedat
begransad om det finns ett reellt tal m sa © > m for alla x € M. Talet m
kallas en minorant for M. En icke-tom nedat begrinsad mangd M av reella
tal har en storsta minorant och denna betecknas med inf M. Denna egenskap
hos de reella talen tas ofta som ett axiom i de inledande hogskolekurserna i
analys.

Antag nu A ar en icke-tom delmangd av R™. Vi definierar avstandsfunktionen
d(z, A) till A genom att

d(z,A) = inf d(z, a)

acA

dvs
d(z, A) = inf{d(z,a); a € A}

for godtyckligt x €R"™. Olikheten

d(z,a) < d(z,y) +d(y,a)
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ger
d(z,A) <d(z,y)+d(y,a), allaae A

och
d(w. A) < d(x,y) +d(y, A).

Genom att kasta om z och y foljer darfor att
[d(z, A) = d(y, A) |< d(z,y)
varfor avstandsfunktionen
r—d(z,A), r€R"

ar kontinuerlig.
Det finns for fixt x €R" en foljd (ax)ken 1 A sa att

d(z, A) = lim d(z, a).
k—o00
Foljden (ag)ren dr begransad och beroende pa Bolzano-Weierstrass sats kan
vi darfor utan inskrdnkning antaga att foljden (ax)ren konvergerar mot en
punkt y € R". Det foljer att

d(z, A) = d(z,y).

Rakar A vara sluten maste y € A. Vi sager i detta fall att det finns en punkt
i A som ligger narmast x. Det kan dock finnas flera punkter i A som ligger
lika nara x som y gor.

Sats 2. (Unik nidrmaste punktegenskap) Antag att A dr en sluten,
icke-tom och konvex delmangd av R™ och antag x € R". Da finns en unik

punkt y € A sadan att
d(z, A) = d(z,y).

Bevis. Lat
d=d(z,A)=inf |z —a
acA
Antag y,y’ € A ar sadana att

d=lz—yl=lz—y|.
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Relationen
a2 =2z -yt + |-y P

och parallellogramlagen ger att

A’ =l (@ —y)+@—y) [+ @—y) —(@—y)

dvs .

+

A =4 o= ST Pty -y
Eftersom ,
y+y
cA

2

foljer att

Ad> > 4d*+ |y —y |?

dvs 3y’ = y. Detta avslutar beviset for sats 2.

Vektorn y i sats 2 kallas for projektionen av x pa A och betecknas med

Sats 3. Om A ar en sluten, icke-tom och konvez delmdngd av R™ och a € A

sa gdller att
(# — Pa(x)) - (a — Pa(z)) <0

for alla © € R™.

Bevis. Sitt y = Ps(x). Om 0 < X < 1 giller att
o=y <]z~ (1 Ay +Aa) P

dvs
|z =y P<| (& —y) = Ma—y) [
eller
0< -2X\z—y)-(a—y)+ X a—y|*.

Genom att dividera denna olikhet med ) och sedan lata A — 0 erhalls
0<=2(z—y) (a—y).
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Harav foljer sats 3 omedelbart.

Korollarium 1. Om A ar ett delrum av R™ och a € A sa galler att
r-a=Py(x)-a

for alla © € R™.

Da A ér ett delrum av R™ kallas P4 (x) for ortogonala projektionen av x
pa delrummet A.

Bevis. Ett delrum av R” &r slutet. Vi ersétter a med +a+P4(x) i foregaende
sats och korollarium 1 féljer omedelbart.

Sats 4. (Separation av punkt och sluten konvex mangd) Antag A dr
en sluten, icke-tom och konvex delmdingd av R™ och antag xo ¢ A. Da finns
en vektor a € R™ och a € R sa att

a-T9o<a<a-x

for alla xe A.

Bevis. Satt
r = PA(.TO)

sa att
(xg — ) (r —x7) <0,allax e A

enligt sats 3. Vi definierar nu a = x; — ¢ och far
a-ry<a-x,x€ A

Vidare galler att
a-Tog < a-T

eftersom a # 0. Vi kan darfor definiera o = a - 7 och sats 4 foljer direkt.
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Sats 5. Antag D C R"™ ar oppen och f: D — R konver. Da dr f kontin-
uerlig och till varje xo € D existerar ¢ € R" sa att

f(2) > f(xe) + ¢ (& — o)

for alla © € D.

Vi nojer oss med att visa sats 5 for n =1 och D = R.
Bevis: Lat 2o € R. Vi skall visa att

lim f(z) = f(zo)-

T—T0
Foljande bevis brukar kallas ”fjarilsbevis”. Valj a,b € R sa att a < xg < b
och lat y = [,(z) vara ekvationen for den linje i zy-planet som gar genom
punkterna (a, f(a)) och (zg, f(zo)) och lat y = [,(x) vara ekvationen for den
linje i zy-planet som gar genom punkterna (b, f(b)) och (xg, f(zo)). Konvex-
iteten for f medfor att

bh(z) < f(z) <lu(z), a <z <

och

Eftersom
lim /,(z) = lim () = f(xo)
T—TQ T—TQ

foljer att

lim f(x) = f(xo).

T—TQ

Funktionen f ar darfor kontinuerlig.
Satt

E = {(2,y); (z,y) € R* och y > f(z)}.

Mangden E ar sluten eftersom f ar kontinuerlig och E ar konvex eftersom
f ar konvex. Beroende pa separationssatsen for punkt och sluten konvex
méngd finns for varje n € N, en linje genom punkten (zg, f(zq) — %) som
inte rakar E. Detta innebéar att det finns ett reellt tal ¢, sadant att

Fr) > (Flr) )+ ealr — w0)
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for alla x € R. Olikheterna
1
fla) = f(zo) + = cnla — xg)

och .
f(b) — flxo) + o > cn(b — xp)

visar att sekvensen (¢,)°, dr begrinsad. Enligt Bolzano-Weierstrass sats

finns en delf6ljd (e,,)$2, som konvergerar mot ett reellt tal som vi betecknar

med c. Genom att fixera z € R och lata ¢ — oo 1 olikheten

F@) > (f(w0) ~ —) + uyla — o)

Uz

sa foljer sats 5.

Sats 6 (Jensens olikhet) Antag f : R — R konver. Lat X wvara en
reellvard stokastisk variabel sadan att

Ell X || <

och

E F(X) [] < o0

Da gdller att
FEIX]) < ELf(X)].

Bevis. Sitt zy = E[X]. Enligt foregaende sats finns ett reellt tal ¢ sadant
att
F(X) > Flao) + e(X — 20).

Alltsa ér
ELf(X)] 2 f(wo) + cE[X = wo] = f(w0)

vilket avslutar beviset.

Korollarium 2. Lat X wara en reellvird stokastisk variabel sadan att

EFll X | <o
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for ett visst positivt tal a. Da dar funktionen
p— (E[| X)), 0<p<a

vazande.

Bevis. Antag 0 < p < a och vilj b > 1 sa att pb < a. Sétt f(z) =| z ",
x € R. Funktionen f ar konvex sa Jensens olikhet medfor att

FENX PN <Ef(XP)]

dvs
(B[ X P <E[ X ]

eller
(E[| X [P))7 < (B[] X [P*])w

vilket visar korollarium 2.

Foljande separationssats ar ofta anvindbar i matematisk ekonomi och
matematisk finans.

Sats 7. (Separation av kompakt konvex méangd och delrum ) Antag
K dr en kompakt konver mangd 1 R™ och antag L dr ett delrum av R"
sadant att K NL = (. Da finns a € R™ sa att

a-xr>0 reK

och
a-y=0, ye L.

Bevis. Lat A = K + L. Observera att 0 ¢ A och att A dr en sluten konvex
mangd. Vi anvander sats 4 med xg = 0 och far ett a € R" och ett a € R sa
att

O=a-0<a<a-u

for alla uw € A. Valj nu z € K och y € L godtyckligt. Da géller att

O<a<a-(r—y)
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dvs
a-xr>a-y+o.

Genom att ersitta y med ty dar ¢t € R sa foljer att
a-x>tla-y) +a
for alla ¢ € R och vi drar slutsatsen att a -y = 0. Harav foljer ocksa att

a-x >« > 0. Detta visar sats 7.

Om z = (21, ...,7,) € R" sa innebér relationen
x>0

att
och relationen

att
1 >0,...,2, > 0.

Sats 8. Antag A = (ajk)1<j<m,1<k<n Gr en matris med reella element och
antag b € R™. Lat vidare a, k = 1,..n, beteckna matrisens kolonner. Da
galler exakt ett av foljande alternativ:

(1) ekvationen
{{Az =0z >0

ar losbar
(ii) det finns h € R™ sa att

h*ak Z 0, k= 1, RPN %
dar likhet ej intraffar © samtliga olikheter dvs

Ah >0
A*h £ 0.
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Bevis. Antag forst att bade (i) och (ii) géller och lat x vara som i (i) och h
som i (i7). Da ar

h*(Az) =h*0=0
varfor

(h*A)x = 0.
Men x > 0 och A*h > 0, A*h # 0 sa

(B Az = (W A)x)* = 2*(A*h) > 0

och det uppstar en motsigelse. Alltsa géller hogst en av pastaendena (i) och
(i4).

Vi antar nu att (i) ej géller och skall visa att ekvationen i (7) &r 16sbar,
vilket avslutar beviset for sats 8. Satt

L={A*h; h € R™}

och
K—{mER”; x > 0 och Zmi—l}.
i=1
Eftersom (ii) ej galler &r K N L = (). Vi utnyttjar nu separationssatsen for
kompakt konvex méngd och delrum och far en vektor a« € R" sadan att

a-x>0, reK

och
a-(A*h) =a*"A*h =0, h e R™.

Den senare relationen betyder att a*A* = 0 dvs Aa = 0 och den forsta
relationen betyder att @ > 0. Ekvationen i pastaende (i) dr saledes 19sbar.
Detta visar sats 8.

Korollarium 3. Antag A = (a;r)1<j<m,1<k<n Gr en matris med reella el-
ement och antag b € R™. Lat vidare ay, k = 1,...,n, beteckna matrisens
kolonner. Da gdller exakt ett av foljande alternativ:
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(i) ekvationen

{{Az =0z >0

ar losbar
(ii) det finns h € R™ sa att

{ b <0 h*ap >0, k=1,...,n
dar likhet ej intraffar i samtliga olikheter.

Bevis. Resultatet foljer direkt genom att anvanda sats 8 pa matrisen
[A [ —b]

vilket avslutar beviset for korollarium 3.

Exempel 1. Betrakta aterigen binomialmodellen med ett tidssteg och lat
en viss portfolj besta av hg aktier och hg obligationer. Dess varde vid tiden
t ges av

v(t) = hsS(t) + hpB(t).
Vi sager att ett arbitrage uppstar om portfoljen kan viljas sa att
v(0) =0, v(1) > 0 och v(1) #0.
Utskrivet mer explicit innebar detta att
hsS(0) + hpB(0) =0

och
{hsS(0)e" + hpB(0)e" > Oth(O)ed + hpB(0)e" >0

dar strikt olikhet intraffar i nagon av de tva olikheterna. Alternativt innebar
detta att hg och hp kan valjas sa att

hgS(0) + hpB(0)

<
hsS(0)e" + hyB(0)e
hsS(O)ed + hBB( )

0
"20
>0
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dar strikt olikhet intraffar i nagon av de tre olikheterna. Korollarium 3 medfor
att modellen saknar arbitrage om och endast om det existerar reella tal z,y >
0 sadana att

{.5(0)e"z + S(0)e?y = S(0)B(0)e"z + B(0)e"y = B(0)

dvs om och endast om det existerar reella tal x,y > 0 sadana att

d

T
e —et
E

u r
e —e

{x=ce

et —e et — et

Modellen saknar déarfor arbitrage precis da
d<r<u.

Exempel 2. Betrakta en matematisk modell for en kapitalmarknad bestaende
av n aktier med priserna Si(t), ..., S,(t) vid tiden ¢ och en obligation med
priset B(t) vid tiden ¢. Har &r B(0) och S;(0), ..., S,(0) positiva konstanter.
Vi antager att tidsvariabeln ¢ endast kan antaga tva varden, namligen 0 eller
1 och later

dar konstanten » > 0 och
Si(1) = S;(0)eXi, i=1,..,n

dar X, ..., X, ar reellvarda 2-punktsfordelade stokastiska variabler. Det finns
alltsa u;, di € R, som uppfyller u; > d;, sa att sannolikheterna

pui = P [Xz = 71,1‘}

och
pa, = P X; = dj
uppfyller
Pu; +Pa; = 1,
och

DPu; > 07 Pd; >0

for + = 1, ..., n. Dessutom antages att

Xi =u; = X; = u; for alla 7 och j.
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Vi kan enklare siga att aktierna alla gar upp samtidigt eller alla gar ned
samtidigt. For enkelhets skull antas ocksa att handelserna

[Xz % {71,1‘,(11‘}], 1= 1, N

aldrig intraffar.
Betrakta nu en portfolj som bestar av h; aktier av ¢ :te slaget for i =
1,...,n och hp obligationer. Dess véirde V(¢) vid tiden ¢ ges av

Ett arbitrage sags uppsta om
V(0)=0,V(1)>0o0ch V(1) #0
eller ekvivalent att
V(0) <0och V(1) >0

dar likhet inte intraffar i bada olikheterna. FEnligt korollarium 3 ar detta
ekvivalent med att det finns x > 0 och y > 0 sa att

S;(0)e" iz + S;(0)e%y = S;(0), i=1,....n
och
B(0)e"z + B(0)e"y = B(0).

Arbitragefrihet i denna modell ar saledes ekvivalent med att
U; >1r > di, 1=1,...,n

och
e’ — edi e’ — edi
prr i r— 1,7 =1,...,n.

Ovningar

1. Visa att minimum tva konkava funktioner med samma definitionsméangd
ar konkav.
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. Visa att oppna bollar ar konvexa.

. Ge exempel pa tva slutna konvexa delmangder av R? vars Minkowskisumma,
ar oppen och skild fran hela R2.

. Antag A C R" ar sluten. Visa att funktionen
x—d(z,A), r€R"
ar konvex om och endast om A ar konvex.

. Lat U vara en 6ppen konvex delmingd av R". Visa att en tva ganger
kontinuerligt deriverbar funktion f : U — R &r konvex om Hessema-

trisen
(625
00Tk ") \<jhen

ar positivt semidefinit i varje punkt z € U.

. Lat A vara en konvex delmangd av ett vektorrum. Visa att

zn: ATy €A
k=1

for alla 1, ...,z, € A och alla Ay, ..., A, € [0, 1] som uppfyller

k=1

. Funktionen f: A — R ar konvex. Visa att

FO - M) <) e ()

for alla 1, ...,z, € A och alla Ay, ..., A, € [0, 1] som uppfyller

k=1
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8.

10.

Lat xq,...x, > 0 och antag A, ..., A\, € [0, 1] uppfyller

Visa att

Notera specialfallet

Antag 0 <t; <..<t, =T ochlat Ay, ...\, € [0, 1] uppfylla

=1

Betrakta tva aktiederivat av europeisk typ som utbetalar beloppen
n
X =max(0, Y AS(t) — K)
i=1

resp
Y =max(0, [ [ S(t) — K)
i=1
vid tiden 7" dar K > 0. Lat t < T. Visa att det forsta derivatets varde

vid tiden  ej kan understiga det andra derivatets varde vid tiden %
(dominansprincipen antags gilla).

En funktion f: R — [0, oof ségs vara log-konkav om
FOw+(1=Ny) > ) T (y)
for alla x,y € R och 0 < A < 1. Antag K > 0. Visa att funktionerna
c(r) =max(0,e" — K), z € R

och
p(r) =max(0, K —¢”), x € R

ar log-konkava (dvs europeiska kop- och séljoptioners utbetalningsfunk-
tioner ar en log-konkava funktioner av log-priset).
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11.

12.

13.

Lat U vara en 6ppen konvex delmangd av R™ och f : U — R en konvex

funktion. Visa att f ar uppat begriansad pa varje sluten begransad
delméangd K av U.

Lat U vara en 6ppen konvex delmangd av R™ och f : U — R en konvex
funktion. Visa att f ar kontinuerlig.

Funktionen u(z), x > 0, ar tva ganger kontinuerligt deriverbar och det
giller att u'(x) > 0 och u"(z) < 0 {6r alla > 0. Lat vidare a > 0 vara
givet och antag X, ar en 2-punktsfordelad stokastisk varibabel sadan
att P[X, =+1] = p och P[X, = —1] = 1 — p. Visa att det for varje
h € 10, a[ existerar p = p(a, h) € |0, 1] sa att

u(a) = Eu(a + hX,)].

Visa darefter att

h11>10n+ h = fia)
dar ;
Ria) = " (a)
u'(a)

(Funktionen R kallas Arrow-Pratts absoluta riskaversionsmatt.)
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