
PROBLEM MED L�OSNINGARProblemen �ar inte numrerade efter sv�arighetsgrad.BINOMIALMODELLEN: PROBLEMUppgift 1. Betrakta binomialmodellen f�or en aktie oh en obligation, d�arparametrarna uppfyller u > r > 0, d = �u oh t 2 f0; 1; 2g : Aktiens pris vidtiden t beteknas med S(t): Ett aktiederivat av europeisk typ med slutdagen 2utbetalar denna dag beloppet max(S(0); S(1); S(2)):Best�am derivatets v�ardevid tiden 0:Uppgift 2. Betrakta binomialmodellen f�or en aktie oh en obligation, d�arparametrarna uppfyller u > 0; d = �u; r = u2 oh t 2 f0; 1; 2g : Aktienspris vid tiden t beteknas med S(t): Ett aktiederivat av europeisk typ medslutdagen 2 utbetalar denna dag beloppet(S(0)� S(1))+ + (S(1)� S(2))+:Best�am derivatets v�arde vid tiden 0:Uppgift 3. Betrakta binomialmodellen f�or en aktie oh en obligation, d�arparametrarna uppfyller u > 0; d = �u; r = u2 oh t 2 f0; 1; 2g : Aktienspris vid tiden t beteknas med S(t): Ett aktiederivat av europeisk typ medslutdagen 2 utbetalar denna dag beloppetS(2)� mint2f0;1;2gS(t):Best�am derivatets v�arde vid tiden 0:Uppgift 4. Betrakta binomialmodellen f�or en aktie oh en obligation, d�arparametrarna uppfyller u > r > 0 � d oh t 2 f0; 1; :::; ng : Aktiens pris vidtiden t beteknas med S(t): Ett aktiederivat av europeisk typ med slutdagen121



n utbetalar denna dag beloppet Y; d�ar Y = S(n) om S(0) < S(1) < ::: <S(n) oh Y = S(0) i annat fall. Best�am derivatets v�arde vid tiden 0:Uppgift 5. Betrakta binomialmodellen f�or en aktie oh en obligation i Ttidssteg, d�ar parametrarna uppfyller u > r > 0 > d oh d�ar T = 2m �ar ettj�amnt positivt heltal. Ett aktiederivat av europeisk typ utf�ardas vid tiden 0oh utbetalar slutdagen T beloppet 1 om aktiepriset (S(n))Tn=0 uppfyller(S(n)� S(n+ 1))(S(n+ 1)� S(n+ 2)) < 0; n = 0; :::; T � 2:I annat fall utbetalar derivatet ingenting. Best�am derivatets v�arde vid tiden0: BINOMIALMODELLEN: L�OSNINGARL�osning uppgift 1: S�att S(0) = s ohS(t+ 1) = S(t)eXt+1; t = 0; 1:L�at V (t) betekna derivatets v�arde vid tiden t: Vi har att0BB� V (2)jX1=u;X2=u = max(s; seu; seu+u) = se2uV (2)jX1=u;X2=d = max(s; seu; seu+d) = seuV (2)jX1=d;X2=u = max(s; sed; sed+u) = sV (2)jX1=d;X2=d = max(s; sed; sed+d) = s 1CCAoh de�nieras qu = er � edeu � ed = 1� qds�a f�oljer att � V (1)jX1=u = e�r(quse2u + qdseu)V (1)jX1=d = e�r(qus+ qds) = e�rs � :Allts�a �ar V (0) = e�r �que�r(pse2u + qdseu) + qde�rs	 =se�2r �q2ue2u + quqdeu + qd	 SV AR122



L�osning uppgift 2: S�att S(0) = s ohS(t+ 1) = S(t)eXt+1; t = 0; 1:L�at V (t) betekna derivatets v�arde vid tiden t: Vi har att0BB� V (2)jX1=u;X2=u = (s� seu)+ + (seu � seu+u)+ = 0V (2)jX1=u;X2=d = (s� seu)+ + (seu � seu+d)+ = s(eu � 1)V (2)jX1=d;X2=u = (s� sed)+ + (sed � sed+u)+ = s(1� ed)V (2)jX1=d;X2=d = (s� sed)+ + (sed � sed+d)+ = s(1� e2d) 1CCAoh de�nieras qu = er � edeu � ed = 1� qds�a f�oljer att � V (1)jX1=u = e�r(0 + qds(eu � 1))V (1)jX1=d = e�r(qus(1� ed) + qds(1� e2d)) �dvs � V (1)jX1=u = sqde�r(eu � 1)V (1)jX1=d = se�r(1� ed)(1 + qded) � :Allts�a �arV (0) = e�r(qusqde�r(eu � 1) + qdse�r(1� ed)(1 + qded)) =sqde�2r(qu(eu � 1) + (1� ed)(1 + qded)) =se�u2 eu � 1eu + 1  SV ARUppgiften �ar l�ost.L�osning uppgift 3: S�att S(0) = s ohS(t+ 1) = S(t)eXt+1; t = 0; 1:L�at v(t) betekna derivatets v�arde vid tiden t: Vi har att0BB� v(2)jX1=u;X2=u = se2u � s = s(e2u � 1)v(2)jX1=u;X2=d = seu+d � s = 0v(2)jX1=d;X2=u = sed+u � sed = s(1� e�u)v(2)jX1=d;X2=d = se2d � se2d = 0: 1CCA123



oh de�nieras qu = er � e�ueu � e�u = 1� qds�a f�oljer att � v(1)jX1=u = e�r(qus(e2u � 1) + qd0)v(1)jX1=d = e�r(qus(1� e�u) + qd0) �dvs � v(1)jX1=u = se�rqu(e2u � 1)v(1)jX1=d = se�rqu(1� e�u) � :Allts�a �ar v(0) = e�r(se�rq2u(e2u � 1) + se�rquqd(1� e�u))= se�2rqu(qu(e2u � 1) + qd(1� e�u)) SV ARL�osning uppgift 4: Eftersom S(0) �ar en k�and konstant �ar derivatets v�ardev(0) vid tiden 0 �ar lika med e�rnEQ [Y ℄ ; d�ar Q �ar martingalm�attet. H�arg�aller attQ [S(0) < S(1) < ::: < S(n)℄ = Q [aktien g�ar upp i varje tidssteg℄ =� er � edeu � ed�n :Allts�a �arv(0) = e�rn�� er � edeu � ed�n S(0)enu + (1� � er � edeu � ed�n)S(0)�eller v(0) = e�rn�1 + � er � edeu � ed�n (enu � 1)�S(0) SV ARL�osning uppgift 5: L�atqu = er � edeu � ed = 1� qd:Derivatets v�arde ges ave�rT (quqdquqd � ::: � quqd � 1 + qdquqdqu � ::: � qdqu � 1)124



= e�rT (qmu qmd + qmd qmu ) = 2e�rT qmu qmd  SV ARBLACK-SCHOLES MODELL: PROBLEMI Blak-Sholes modell �nns en obligation vars pris B(t) vid tiden t ges avekvationen B(t) = B(0)ert; d�ar B(0) oh r �ar positiva konstanter. D�arut�over�nns en aktie vars pris S(t) vid tiden t �ar lika medS(t) = S(0)e(���22 )+�W (t)d�ar � �ar en reell konstant oh S(0) oh � �ar positiva konstanter.Uppgift 1. Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar 1S(T ) slutdagen T > 0:Best�am derivatets v�arde vid tiden t 2 [0; T ℄ :Uppgift 2. Antag n 2 N+; 0 < T0 < T ohTj = T0 + jn(T � T0); j = 1; :::; n:Ett aktiederivat utbetalar j S(Tj) � S(Tj�1) j vid tiden Tj f�or j = 1; :::; n:Best�am derivatets v�arde v(t) = vn(t) vid tiden t 2 [0; T0℄ : Visa oks�a attvn(t)!1 d�a n!1:Uppgift 3. Antag � 2 R oh betrakta ett aktiederivat av europeisk typ somutbetalar beloppet B(T )1��S(T )� slutdagen T: Derivatets v�arde vid tident < T �ar en funktion av B(t); S(t); T � t; � oh �: Best�am denna funktion.Uppgift 4. L�at t0 < T oh betrakta ett aktiederivat av europeisk typ somutbetalar beloppet max(S(t0); S(T )) slutdagen T: Best�am derivatets v�ardevid en godtyklig tidpunkt t � t0: 125



Uppgift 5. Antag att K; T > 0 oh S(0) < Ke��T : Best�am det st�orsta talet�0 > 0 s�adant att sannolikheten P [S(T ) > K℄ �ar en v�axande funktion av �i intervallet [0; �0℄ :Uppgift 6. Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar beloppet max(S(T ); K)slutdagen T > 0; d�arK > 0 �ar ett givet tal. L�at u(t; S(t)) betekna derivatetsv�arde vid tiden t < T: a) Visa att u0s(t; s) = �(d1). b) Visa att funktionensu0s(t; s)u(t; s) ; s > 0�ar str�angt v�axande f�or �xt t: Ge en ekonomisk tolkning av denna egenskap.Uppgift 7. L�at t < T < T1 oh K > 0: Ett �nansiellt derivat ger in-nehavaren r�attigheten, men ej skyldigheten, att vid tiden T byta en europeisks�aljoption i aktien med slutdagen T1 oh l�osenpriset K mot en europeiskk�opoption i aktien med slutdagen T1 oh l�osenpriset K: Best�am derivatetsv�arde vid tiden t:Uppgift 8. En europeisk k�opoption i aktien med slutdagen T oh l�osenprisetK har det teoretiska priset (t; S(t); K) vid tiden t 2 [0; T [ ; d�ar (t; s;K) =s�(d1)�Ke�r��(d2); � = T � t;d1 = ln sK + (r + �22 )��p�oh d2 = d1 � �p� : Visa atta) ��s = �(d1)b) (t; s;K)(t; s0; K) > ss0 om s > s0:Uppgift 9. Antag 0 � t � T < T1 oh L > 0: Ett �nansiellt derivat gerinnehavaren r�attigheten, men ej skyldigheten, att vid tiden T v�alja antingen126



en aktiek�opoption med l�osenpriset S(T ) oh slutdagen T1 eller ett �xt beloppL: Best�am derivatets v�arde vid tiden t:Uppgift 10. a) Ett aktiederivat av europeisk typ har slutdagen T ohutbetalningsfunktionen g(s) = ln s: Best�am derivatets v�arde vid tiden t < T:b) Betrakta en sj�alv�nansierande portf�oljstrategi i aktien oh obligationenmed v�ardet g(S(T )) vid tiden T: Hur m�anga aktier ing�ar i portf�oljen vidtiden t < T ?Uppgift 11. F�or en viss aktie g�aller att �2 > 2� � 2r: Vid vilken tidpunktt > 0 �ar storheten P [S(t) � 2S(0)℄minimal?Uppgift 12. Under vilka villkor p�a parametrarna � oh � �ar sannolikhetenP [S(t) � 2S(0)℄en avtagande funktion av t f�or alla t � 0?BLACK-SCHOLES MODELL: L�OSNINGARL�osning uppgift 1: S�att g(s) = 1s ; s > 0 oh � = T � t: Derivatets v�ardevid tiden t �ar lika med v(t; S(t)) d�arv(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))i :H�arav f�oljer att v(t; s) = e�r�E � 1se(r��22 )�+�W (�)� =1se�(2r��22 )�E �e��W (�)� = 1se�(2r��22 )�e�22 � = 1se(�2�2r)�  SV AR127



L�osning uppgift 2: Om a �ar ett reellt tal s�a �ar j a j = 2max(0; a) � a:Vi l�ater f�orst j 2 f1; :::; ng vara �xt. Utbetalningsbeloppet vid tiden Tj kanskrivasj S(Tj)� S(Tj�1) j= 2max(0; S(Tj)� S(Tj�1))� S(Tj) + S(Tj�1):Ett derivat som vid tiden Tj utbetalar j S(Tj) � S(Tj�1) j har d�arf�or enligtdominansprinipen v�ardet2(Tj�1; S(Tj�1); S(Tj�1);Tj)� S(Tj�1) + S(Tj�1)e�r�nvid tiden Tj�1 d�ar �n = 1n(T � T0):H�ar �ar (Tj�1; S(Tj�1); S(Tj�1);Tj) = S(Tj�1)bnd�ar enligt Blak-Sholes formel f�or den europeiska k�opoptionens v�arde g�alleratt bn = �((r + �22 )� p�n)� e�r�n�((r � �22 )� p�n):Ett derivat som vid tiden Tj utbetalar j S(Tj) � S(Tj�1) j har allts�a enligtdominansprinipen v�ardet2S(t)bn � S(t) + S(t)e�r�n = S(t)(2bn � 1 + e�r�n)vid tiden t 2 [0; Tj�1℄ :Ett derivat i aktien som utbetalar j S(Tj) � S(Tj�1) j vid tiden Tj f�orj = 1; :::; n har d�arf�or v�ardetvn(t) = nS(t)(2bn � 1 + e�r�n)vid tiden t 2 [0; T0℄ : H�ar g�aller attlimn!1n(�1 + e�r�n) = �r(T � T0):Vidare visar en Malaurinutvekling av funktionen �(x); x 2 R; attbn = �((r + �22 )� p�n)� e�r�n�((r � �22 )� p�n) = �p2�p�n +O( 1n)128



d�a n!1: H�arav f�oljer att vn(t)!1 d�a n!1:Svar: Derivatets v�arde vid tiden t 2 [0; T0℄ �ar lika mednS(t)(2bn � 1 + e�r�n)d�ar bn oh �n de�nieras ovan.L�osning uppgift 3: S�att g(s) = B(T )1��s�; s > 0 oh � = T � t: Derivatetsv�arde vid tiden t �ar lika med v(t; S(t)) d�arv(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))i :H�arav f�oljer attv(t; s) = B(T )1��e�r�E hs�e�(r��22 )�+��W (�)i =B(T )1��e�r�s�e�(r��22 )�E �e��W (�)� = B(T )1��e�r�s�e�(r��22 )�e 12 �2�2� =B(T )1��e�(1��)r�s�e 12 �(���1)�2� :Vi f�ar d�arf�or attv(t; S(t)) = B(T )1��e�(1��)r�S(t)�e 12 �(���1)�2� = e 12 �(���1)�2�B(t)1��S(t)�  SV ARL�osning uppgift 4: Vi har attmax(S(t0); S(T )) = S(t0) + max(0; (S(T )� S(t0)):L�at v(t) betekna derivatets v�arde vid tiden t: Om t 2 [t0; T ℄ s�a ger domi-nansprinipen attv(t) = S(t0)e�r(T�t) + (t; S(t); S(t0);T ):Vi p�aminner om att det f�or t < T g�aller att(t; s;K;T ) = s�(d1)�Ke�r(T�t)�(d2)129



d�ar d1 = ln sK + (r + �22 )(T � t)�pT � toh d2 = d1 � �pT � t: Allts�a �arv(t0) = S(t0)(e�r(T�t0) + (t0; 1; 1;T ))oh dominansprinipen ger f�or t � t0 attv(t) = S(t)(e�r(T�t0) + (t0; 1; 1;T )):H�ar �ar(t0; 1; 1;T )) = �(( r� + 12�)pT � t0)� e�r(T�t0)�(( r� � 12�)pT � t0))oh det f�oljer attv(t) = S(t)(�(( r� + 12�)pT � t0) + e�r(T�t0)(1� �(( r� � 12�)pT � t0))) =S(t)(�(( r� + 12�)pT � t0) + e�r(T�t0)�((� r� + 12�)pT � t0)):Svar: v(t) = S(t)(�(( r� + 12�)pT � t0) + e�r(T�t0)�((� r� + 12�)pT � t0));t � t0L�osning uppgift 5: S�att f(�) = P [S(T ) > K℄ oh s = S(0): RelationenS(T ) = se(���22 )T+�W (T )ger f(�) = P hse(���22 )T+�W (T ) > Ki =P "�W (T ) < 1� ln se(���22 )TK # = �( 1�pT (ln sK + (�� �22 )T ):Eftersom �0 > 0 s�a �ar f 0(�) � 0 om oh endast omdd� � 1� (ln sK + (�� �22 )T )� � 0130



vilket betyder att � 1�2 (ln sK + (�� �22 )T )� T � 0eller � �r 2T ln Ks � 2�:Svar: �0 =q 2T ln KS(0) � 2�L�osning uppgift 6: a) Det g�aller att max(S(T ); K) = K +max(0; S(T )�K) oh dominansprinipen medf�or att u(t; S(T )) = Ke�r� + (t; S(t); K;T ).Vidare vet vi att (t; s;K;T ) = s�(d1)�Ke�r��(d2):Med betekningen ' = �0 f�ar vi d�arf�or att��s(t; s;K;T ) = �(d1) + s 1s�p� '(d1)�Ke�r� 1s�p� '(d2):Vidare f�oljer att s'(d1) = 1p2�se� 12�2� (ln sKe�r� + 12�2�)2 =1p2�sKe�r�s e� 12�2� (ln sKe�r� � 12�2�)2 = Ke�r�'(d2)varf�or ��s(t; s;K;T ) = �(d1)oh u0s(t; s) = �(d1):b) S�att �(s) = su0s(t; s)u(t; s) :131



Det f�oljer att �(s) = s�(d1)Ke�r� + s�(d1)�Ke�r��(d2) =s�(d1)s�(d1) +Ke�r��(�d2) = 11 +Ke�r�f(s)d�ar f(s) = �(�d2)1s 1�(d1)�ar en produkt av tre positiva str�angt avtagande funktioner. Funktionen f(s)�ar d�arf�or str�angt avtagande oh funktionen �(s) �ar d�armed str�angt v�axande.Betrakta en sj�alv�nansierande strategi i aktien oh obligationen, sominneh�aller u0s(t; S(t)) aktier vid tiden t oh som har v�ardet max(K;S(T ))slutdagen T . Portf�oljens aktiev�arde vid tiden t < T ges av u0s(t; S(t))S(t):Portf�oljv�ardet vid denna tidpunkt best�ar d�arf�or tillS(t)u0s(t; S(t))u(t; S(t)) � 100proent av aktier. Vi kan d�arf�or s�aga att denna proentandel v�axer str�angtmed aktiepriset om alla andra variabler h�alls konstanta.L�osning uppgift 7: L�at V (t) betekna derivatets v�arde vid tiden t � T:F�oruts�attningen ger attV (T ) = max(0; (T; S(T ); K;T1)� p(T; S(T ); K;T1)):Men S(T )� (T; S(T ); K;T1) = Ke�r(T1�T ) � p(T; S(T ); K;T1):("put-all parity relation") oh det f�oljer attV (T ) = max(0; S(T )�Ke�r(T1�T )) = (T; S(T ); Ke�r(T1�T );T ):Dominansprinipen ger nu attV (t) = (t; S(t); Ke�r(T1�T );T ):132



Om t < T f�oljer slutligen attV (t) = S(t)�(ln S(t)K + r(T1 � T ) + (r + �22 )(T � t)�pT � t )�Ke�r(T1�T )e�r(T�t)�(ln S(t)K + r(T1 � T ) + (r � �22 )(T � t)�pT � t ) SV ARL�osning uppgift 8: a) Vi har att��s = �(d1) + s 1p2�e� d212 �d1�s �Ke�r� 1p2�e� d222 �d2�s =�(d1) + 1p2� �d1�s �se� d212 �Ke�r�e� d222 � =�(d1) + 1p2� �d1�s �se� d212 �Ke�r�e� d212 +d1�p���2�2 � =�(d1) + e� d212p2� �d1�s ns�Ke�r�ed1�p���2�2 o = �(d1):b) Det r�aker att visa att funktionenf(s) = (t; s;K)s ; s > 0�ar str�angt v�axande. Menf 0(s) = s��s �  � 1s2 = s�(d1)� (s�(d1)�Ke�r��(d2))s2 =Ke�r��(d2)s2 > 0oh det f�oljer omedelbart att f �ar str�angt v�axande.Alternativ l�osning till uppgift 8b): Optionsprisets elastiitet med avseendep�a aktiepriset �ar lika meds ��s = s�(d1)s�(d1)�Ke�r��(d2) > 1:133



Om s1 > s0 f�oljer d�arf�or attZ s1s0 1 ��sds > Z s1s0 1sdsdvs ln (t; s1; K)� ln (t; s0; K) > ln s1 � ln s0eller (t; s1; K)(t; s0; K) > s1s0 :L�osning uppgift 9: Derivatets v�arde vid tiden t beteknas med v(t): Enligtf�oruts�attning g�aller att v(T ) = max(0; (T ); L) = max((T ); L); d�ar(T ) = (T; S(T ); S(T );T1) = (T; 1; 1;T1)S(T ):Allts�a blir v(T ) = ((T )� L)+ + L= (T; 1; 1;T1)(S(T )� L(T; 1; 1;T1))+ + Loh det f�oljer attv(t) = (T; 1; 1;T1)(t; S(t); L(T; 1; 1;T1) ;T ) + Le�r(T�t)eller v(t) = (t; (T; 1; 1;T1)S(t); L;T ) + Le�r(T�t)  SV ARH�ar �ar (T; s;K;T ) = max(0; s�K)oh f�or t < T g�aller att(t; s;K;T ) = s�(d1)�Ke�r(T�t)�(d2)d�ar d1 = ln sK + (r + �22 )(T � t)�pT � toh d2 = d1 � �pT � t:134



L�osning uppgift 10: a) Derivatets v�arde vid tiden t �ar lika med v(t; S(t));d�ar v(t; s) = e�r�E hg(se(r��22 )�+�W (�))ioh � = T � t: Allts�a �arv(t; s) = e�r�E �ln s+ (r � �22 )� + �W (�)�= e�r� (ln s+ (r � �22 )�):Svar: e�r� (lnS(t) + (r � �22 )�)b) Om en sj�alv�nansierande portf�oljstrategi i aktien oh obligationen harv�ardet V (t) = v(t; S(t) vid tiden t; d�ar V (T ) = g(S(T )); s�a �ar antalet aktieri portf�oljen vid tiden t lika med v0s(t; S(t)) dvs i detta falle�r� 1S(t) aktier SV ARL�osning uppgift 11: Det g�aller attP [S(t) � 2S(0)℄ = P he(���22 )t+�W (t) � 2iP �(�� �22 )t+ �W (t) � ln 2� = P ��W (t) � ln 2 + (�22 � �)t�P ��ptG � ln 2 + (�22 � �)t�d�ar G 2 N(0; 1): Allts�a �arP [S(t) � 2S(0)℄ = �( 1� � ln 2pt + (�22 � �)pt�):S�att f(x) = ln 2x + (�22 � �)x; x > 0:135



Funktionen f �ar konvex oh f 0(x) = 0 om oh endast omx =s 2 ln 2�2 � 2�:Allts�a �ar minx>0 f(x) = f(s 2 ln 2�2 � 2�):Svar: 2 ln 2�2�2�L�osning uppgift 12: Det g�aller attP [S(t) � 2S(0)℄ = P he(���22 )t+�W (t) � 2i= P �(�� �22 )t+ �W (t) � ln 2� = P ��W (t) � ln 2 + (�22 � �)t�= P ��ptG � ln 2 + (�22 � �)t�d�ar G 2 N(0; 1): Allts�a �arP [S(t) � 2S(0)℄ = �( 1� � ln 2pt + (�22 � �)pt�):S�att f(x) = ln 2x + (�22 � �)x; x > 0:Funktionen f �ar strikt konvex ohf 0(x) = � ln 2x2 + �22 � �:Om�22 � � � 0 �ar f 0(x) < 0 oh f �ar str�angt avtagande. Om �22 � � > 0 �arf 0(x0) = 0 d�ar x0 =s 2 ln 2�2 � 2�:Allts�a �ar f strikt v�axande i intervallet [0; x0[ :Svar: Den givna sannolikheten �ar avtagande om oh endast om � � �22 :136


