PROBLEM MED LOSNINGAR
Problemen ér inte numrerade efter svarighetsgrad.

BINOMIALMODELLEN: PROBLEM

Uppgift 1. Betrakta binomialmodellen for en aktie och en obligation, dar
parametrarna uppfyller u > r > 0, d = —u och t € {0,1, 2} . Aktiens pris vid
tiden ¢ betecknas med S(t). Ett aktiederivat av europeisk typ med slutdagen 2
utbetalar denna dag beloppet max(S(0), S(1), S(2)). Bestam derivatets virde
vid tiden 0.

Uppgift 2. Betrakta binomialmodellen for en aktie och en obligation, dar

parametrarna uppfyller v > 0, d = —u, r = § och t € {0,1,2}. Aktiens
pris vid tiden ¢ betecknas med S(t). Ett aktiederivat av europeisk typ med

slutdagen 2 utbetalar denna dag beloppet
(S(0) = S(1))" + (S(1) - S(2)"

Bestam derivatets varde vid tiden O.

Uppgift 3. Betrakta binomialmodellen for en aktie och en obligation, dar

parametrarna uppfyller v > 0, d = —u, r = § och t € {0,1,2}. Aktiens
pris vid tiden ¢ betecknas med S(t). Ett aktiederivat av europeisk typ med

slutdagen 2 utbetalar denna dag beloppet

S(2) — ter{ré}]I}Q} S(t).

Bestam derivatets varde vid tiden 0.

Uppgift 4. Betrakta binomialmodellen for en aktie och en obligation, dar
parametrarna uppfyller v > r > 0> d och t € {0,1,...,n}. Aktiens pris vid
tiden ¢ betecknas med S(t). Ett aktiederivat av europeisk typ med slutdagen
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n utbetalar denna dag beloppet Y, diar Y = S(n) om S(0) < S(1) < ... <
S(n) och Y = S(0) i annat fall. Bestdm derivatets virde vid tiden 0.

Uppgift 5. Betrakta binomialmodellen for en aktie och en obligation i T’
tidssteg, dar parametrarna uppfyller u > r > 0 > d och dar T" = 2m ar ett
jamnt positivt heltal. Ett aktiederivat av europeisk typ utfardas vid tiden 0
och utbetalar slutdagen 7" beloppet 1 om aktiepriset (S(n))”_, uppfyller

(S(n) = Sn+1)(Sn+1) - Sn+2) <0, n=0,....,T — 2.

[ annat fall utbetalar derivatet ingenting. Bestam derivatets varde vid tiden
0.

BINOMIALMODELLEN: LOSNINGAR

Losning uppgift 1: Sitt S(0) = s och
S(t+1) = S(t)e+, t=0,1.
Lat V() beteckna derivatets vérde vid tiden ¢. Vi har att

V(2)|x,2u, Xs—u = max(s, se”, se"T") = se"

V(2)x)2u,x,—d = max(s, se*, se" ) = se"
V(2)|x,=d,x,=u = max(s, sed, sedtt) = s
V(2)|x,2d,x,—a = max(s, se?, sett?) = s

och definieras
e’ — ed
qu = m =1—-gqq
sa foljer att
( V(l)‘xliu = eir(quse% + steﬂ') )
V(1) x,=a = € "(qus +qas) =€ "5 )
Alltsa ar
V(O) —e T {que*”(pseQ" + queu) + qdef’"s} _

se " {qre”™ + quaae” + qa} <+ SVAR
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Losning uppgift 2: Sitt S(0) = s och
S(t+1)=S(t)e*+, t=0,1.
Lat V(t) beteckna derivatets viirde vid tiden ¢. Vi har att
V(2)1x,2u,xo=u = (5 — se")T + (se" — se"T")T =0
V(2)ix2uxo—a = (5 — se") T + (se — se" )T = s(e* — 1)

V(2)x,2dxo—u = (s — se?)T + (se? — se®T) T = 5(1 — e%)
V(2)x12d,x,=d = (s — se®) T + (se? — se®T) T = s(1 — )

och definieras
qu = o _ed 1 —qq
sa foljer att

( V(1) xymu = € (0 + gas(e” — 1)) )

V(1) 1x12a = € "(qus(1 — e) + qas(1 — €*))

V(1) x,=u = sqae " (e" — 1) |
( )

V(l)\)ﬁ:d = se’T(l — ed)(l + Qded)
Alltsa ar

V(0) = e "(qusqae (" — 1) + qqse (1 — ed)(l + qded)) =

Sq(leiw(qu(eu - 1) + (1 - ed)(l + qded)) =

u

we 1
3675P «— SVAR
e +1

Uppgiften ar 1ost.

Losning uppgift 3: Sitt S(0) = s och
S(t+1) = S(t)e+1, t=0,1.

Lat v(t) beteckna derivatets vérde vid tiden ¢. Vi har att

0(2)|x, =u, Xo=u = se?" — s = s(e* — 1)

0(2)\X1:u,X2:d = geutd _ 5=
U(Q)‘Xlid,XQZ'u == 56d+u — Sed — 5(1 i e*u)
7)(2)‘X1:d,X2:d - S€2d — SeQd — O
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och definieras
el — e U
Gu = JRTR— :1*Qd

sa foljer att

( v(1) 1 x,=u = € " (qus(e* — 1) + q40) )

v(1)1x,=d = € "(qus(1 — e ") + ¢40)

dvs
< v(1)x,2u = se "qu(e™ — 1) >

v(1)|x,2q = s€"qu(1 —e™")

Alltsa ar
v(0) = e "(se "g2(e®™ — 1) + se "quqa(l — e ™))

= se " qu(qu(e®™ — 1)+ qu(1 — e *)) < SVAR

Losning uppgift 4: Eftersom S(0) &r en kiind konstant &r derivatets virde
v(0) vid tiden 0 ér lika med e ™ FE?[Y], dir Q &r martingalmattet. Hér
galler att

Q[S(0) < S(1) < ... < S(n)] = Q [aktien gar upp i varje tidssteg] =
el — ed n
el — ed ’
Alltsa ar
—-rn e — et " nu e — el "
v(0) =e {<€7L€d> S(0)e™ + (1 — <e“ed> )S(O)}

0(0) = e {1 + (er - ed>n (em 1)} S(0) « SVAR

euied

eller

Losning uppgift 5: Lat

eried

qu = ot od =1-qu
Derivatets varde ges av

e " (Gudquqa - - Qua - 1 + QaQudalu - - - Q4G 1)
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=e (g™ + qT'q™) = 2" g"q" < SVAR
BLACK-SCHOLES MODELL: PROBLEM

I Black-Scholes modell finns en obligation vars pris B(t) vid tiden ¢ ges av
ekvationen B(t) = B(0)e™, dar B(0) och r &r positiva konstanter. Darutover
finns en aktie vars pris S(¢) vid tiden ¢ ar lika med

S(t) = S(0)eln—F W

dér p &r en reell konstant och S(0) och o &r positiva konstanter.

Uppgift 1. Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar ﬁ slutdagen T" > 0.
Bestam derivatets virde vid tiden ¢ € [0, T].

Uppgift 2. Antagn € N, 0 < Ty < T och

J
n
Ett aktiederivat utbetalar | S(7;) — S(Z;-1) | vid tiden T} for j = 1,...,n.
Bestdm derivatets virde v(t) = wv,(¢) vid tiden ¢ € [0,Tp]. Visa ocksa att
vn(t) = 0o da n — oc.

E:Tg—i— (T—T()), 7:1,,7’1,

Uppgift 3. Antag # € R och betrakta ett aktiederivat av europeisk typ som
utbetalar beloppet B(T)'"?S(T)? slutdagen T. Derivatets virde vid tiden
t < T ar en funktion av B(t), S(t), T —t, o och . Bestim denna funktion.

Uppgift 4. Lat ty < T och betrakta ett aktiederivat av europeisk typ som
utbetalar beloppet max(S(ty), S(T")) slutdagen T. Bestdm derivatets virde
vid en godtycklig tidpunkt ¢ < ;.
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Uppgift 5. Antag att K,T > 0 och S(0) < Ke #T'. Bestdm det storsta talet
0o > 0 sadant att sannolikheten P [S(T) > K| ér en vixande funktion av o
i intervallet [0, o] .

Uppgift 6. Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar beloppet max(S(7T), K)
slutdagen 7' > 0, dar K > 0 &r ett givet tal. Lat u(¢, S(f)) beteckna derivatets
virde vid tiden ¢ < T. a) Visa att u)(t,s) = ®(dy). b) Visa att funktionen

su'(t, s)

> ()
u(t,s) ’ °

ar strangt vixande for fixt t. Ge en ekonomisk tolkning av denna egenskap.

Uppgift 7. Lat t < T < T} och K > 0. Ett finansiellt derivat ger in-
nehavaren rattigheten, men ej skyldigheten, att vid tiden T byta en europeisk
saljoption i aktien med slutdagen 7T och losenpriset K mot en europeisk
kopoption i aktien med slutdagen 7} och losenpriset K. Bestam derivatets
varde vid tiden ¢.

Uppgift 8. En europeisk kopoption i aktien med slutdagen T" och l6senpriset
K har det teoretiska priset ¢(¢, S(t), K) vid tiden ¢ € [0, T, dér ¢(t,s, K) =
s®(dy) — Ke 7" ®(dy), 7 =T — t,
0 In2+ (r+2)7
o\/T

och dy = dy — o+/7. Visa att
a)

Jde
— =®(d
9 (dy)
b)
c(t, s, K) _ 8 -
—2 7 ~ > _— omS > Sg.
c(t,s0, K) = so 0

Uppgift 9. Antag 0 < ¢t < T < T; och L > 0. Ett finansiellt derivat ger
innehavaren rattigheten, men ej skyldigheten, att vid tiden 7' valja antingen
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en aktiek6poption med lésenpriset S(T') och slutdagen T eller ett fixt belopp
L. Bestam derivatets varde vid tiden £.

Uppgift 10. a) Ett aktiederivat av europeisk typ har slutdagen 7' och
utbetalningsfunktionen g(s) = In s. Bestdm derivatets virde vid tiden ¢ < T.
b) Betrakta en sjdlvfinansierande portfoljstrategi i aktien och obligationen
med virdet ¢(S(7")) vid tiden 7. Hur manga aktier ingar i portf6ljen vid
tiden t < T7

Uppgift 11. For en viss aktie giller att 02 > 2 > 2r. Vid vilken tidpunkt
t > 0 ar storheten
P[S(t) < 25(0)]

minimal?
Uppgift 12. Under vilka villkor pa parametrarna p och o ar sannolikheten

P[S(t) < 25(0)]

en avtagande funktion av ¢ for alla ¢t > 07

BLACK-SCHOLES MODELL: LOSNINGAR

Losning uppgift 1: Sitt g(s) = 1, s > 0 och 7 = T — . Derivatets virde

vid tiden ¢ dr lika med v (¢, S(t)) dér
U(t, S) — e " E |:g(56(1"7”7)7'+(TW(T)):| )

Harav foljer att

v(t,s)=e ""E [ —~ ]
Se(T‘*é)T*}»UW(T)

_ef(QTfé)TE [efrrW(T)] _ 167(27“7%)76"77 _ 16(02721")7' « SVAR
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Losning uppgift 2: Om a dr ett reellt tal sa dr | a | = 2max(0,a) — a.
Vi later forst j € {1,...,n} vara fixt. Utbetalningsbeloppet vid tiden 7} kan
skrivas

| S(T3) = S(T;-1) |= 2max(0, S(13) = S(Tj-1)) = S(T3) + S(Tj-1).

Ett derivat som vid tiden 7; utbetalar | S(T};) — S(Tj_1) | har darfor enligt
dominansprincipen vardet

2(Tj 1, S(Tj1), S(Tj1); T3) — S(Tj1) + S(Tja)e ™

vid tiden T};_; dar
1
Tn — E(T - To)
Har ar
C(ijla S(ijl)a 5(77771), 7}) = S(ﬂfl)bn

dar enligt Black-Scholes formel for den europeiska kopoptionens varde galler

att ) )
(r+ %) (r—%)

b, = O V) — e T V).

Ett derivat som vid tiden 7; utbetalar | S(7;) — S(Tj_1) | har alltsa enligt
dominansprincipen vardet

258(t)b, — S(t) + S(t)e™ "™ = S(t)(2b, — 1+ e ™)

vid tiden t € [0, Tj_4].
Ett derivat i aktien som utbetalar | S(7;) — S(7;-1) | vid tiden 7} for
j =1,...,n har darfor vardet

vn(t) =nS(t)(2b, — 1+e ™)
vid tiden ¢ € [0, T,]. Har géller att

lim n(—1+e ™) = —r(T —Ty).

n— 00

Vidare visar en Maclaurinutveckling av funktionen ®(x), x € R, att

2 2

45 g %)

o g

o 1
VTn) = \/—Q—W\/T_nJF O(g)
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da n — oo. Héarav foljer att v,(t) — oo da n — oc.

Svar: Derivatets virde vid tiden ¢ € [0, Tp] ar lika med
nS(t)(2b, —14+e ™)

dar b, och 7, definieras ovan.

Loésning uppgift 3: Sitt g(s) = B(T)' s’ s > 0 och 7 = T —t. Derivatets
virde vid tiden ¢ dr lika med v(t, S(%)) dar

0_2
U(t, S) — e "TE |:g(56(1"77)7'+(TW(T))] )
Héarav foljer att

02
o(t.s) = BD)' e B [0 )]

B(T)]fﬂefr’rsﬂeﬂ(rfé)’rE [eaUW(T)] _ B(T)]70€7r78060(7‘7§)7—e%02g27 —
B(T)l 0 7(1 G)TTS()@EG(G 1o 27'.
Vi far darfor att

u(t, S(t)) = B(T)' e (=07 (1)0 20007 = 2000 B(1)1=05(1)? « SVAR

Losning uppgift 4: Vi har att
max(S(to), S(T)) = S(to) + max(0, (S(T) — S(ty)).

Lat v(t) beteckna derivatets virde vid tiden t. Om ¢ € [to, T] sa ger domi-
nansprincipen att

v(t) = S(te)e " T 4 ¢(t,S(t), S(to); T).
Vi paminner om att det for ¢ < T géller att

c(t,s, K;T) = s®(dy) — Ke "TDd(dy)
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dar

dy

och dy = dy — o/T — t. Alltsa ar

v(te) = S(te) (e ") 4 ¢(t,1,1;T))
och dominansprincipen ger for ¢t < ¢, att

v(t) = St)(e ")+ e(tg, 1,1;T)).

Har ar
r 1 o (T— ro1
C(to, 1, ]-, T)) = @((; + 50’)\/ T— t[]) — € (r fO)(I)((; - 50’)\/ T — t[]))
och det foljer att

SE@((+50)V/T =) + ¢ TR 4 Z0) T = 1)),
Svar: v(t) = S(t)(P((£ + S0)VT —to) + e "TWo((-L + Lo)/T — 1)),

t <t

Losning uppgift 5: Sitt f(o) = P[S(T) > K| och s = S(0). Relationen

=

ger




vilket betyder att

It (= )T T >0

o 2

eller
< 2l K 2

—In— — 2pu.
7= T S a
) 2 K
Svar: o9 = TIHW—QM

Lésning uppgift 6: a) Det géller att max(S(7"), K) = K + max(0,S(T) —
K) och dominansprincipen medfor att u(t, S(T)) = Ke "™ +¢(t,S(t), K; T).
Vidare vet vi att

c(t,s, K;T) = s®(dy) — Ke " ®(dy).
Med beteckningen ¢ = @' far vi darfor att

0 1
Lt s K:T) = d(d R RN — ]
aSC( y S, ) ) ( 1)+SSO_\/7__<10( 1) e — 7—(’0( 2)
Vidare foljer att
Sw(dl) = ! 56720121-( KeiTT'I'%”QT)z =
V2r
1 Ke™ T . . o
“a S0 T) rT
§ € 2077 KT 2 = Ke d
m S <10( )
varfor
—c(t, s, K;T) = ®(dy)
och
ul(t,s) = ®(dy)
b) Satt
sul(t, s)
o) =
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Det foljer att

. S@(d]) .
¢s) = Ke ™+ s®(dy) — Ke ""®(dy)
Sq)(dl) o 1
s®(dy) + Ke " ®(—dy) 14+ Ke " f(s)
dar L1
f(s) = ‘I’(—d2)gm

ar en produkt av tre positiva stringt avtagande funktioner. Funktionen f(s)
ar darfor strangt avtagande och funktionen ¢(s) dr ddrmed strangt vixande.

Betrakta en sjalvfinansierande strategi i aktien och obligationen, som
innehaller u'(¢, S(t)) aktier vid tiden ¢ och som har vérdet max(K, S(T))
slutdagen T'. Portfdljens aktievirde vid tiden ¢ < T ges av ul(t, S(t))S(t).
Portfoljvardet vid denna tidpunkt bestar darfor till

S(t)ui(t, S(t)

u(t, S(0) x 100

procent av aktier. Vi kan darfor saga att denna procentandel vaxer strangt
med aktiepriset om alla andra variabler halls konstanta.

Losning uppgift 7: Lat V(¢) beteckna derivatets vérde vid tiden ¢ < T.
Forutsattningen ger att

V(T) = max(0,¢(T, S(T), K; Ty) — p(T, S(T), K; Ty)).
Men
S(T) — (T, S(T), K; Ty) = Ke "1 — (T, S(T), K; T}).
(" put-call parity relation”) och det fdljer att
V(T) = max(0, S(T) — Ke "1 =1) = ¢(T, S(T), Ke " =D 1),

Dominansprincipen ger nu att

V(t) = c(t,S(t), Ke " M=), 7).
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Om t < T foljer slutligen att

Loésning uppgift 8: a) Vi har att

dc 1 di 8d]
— =d(d : > 2 — — Ke "T——e
Os (dh) + g\/ﬂ Os ‘ \/ﬁp Js

2w 0s
1 od d? a2 2
®(dv) + Tl e 7 — Ke TTe 2 thiovT-5T L
V2m 0s
(12

677] adl (721'
®(d s KermentT T — o),

( 1) + \/% Os 5 € € ( 1)
b) Det ricker att visa att funktionen

(s = 20

, s> 0
S
ar strangt vaxande. Men
, 0 ¢ 1 s®(dy) — (s®(dy) — Ke " d(dy))
Pl == = 2 -

Ke " ®(dy)

2

>0
S

och det foljer omedelbart att f ar strangt vaxande.

Alternativ 16sning till uppgift 8b): Optionsprisets elasticitet med avseende
pa aktiepriset ar lika med

sde s®(dy) -
cds  s®(d)) — Ke ""®(dy) '
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Om s; > sqg foljer darfor att
11 0e 11
/ ——pds > / —ds
s, COs 5 S

Ine(t,s1, K) —Ine(t, so, K) >1Ins; —Insg

dvs

eller "
t
C( ; 51, ) > 8_1

c(t, s, K) = so

Losning uppgift 9: Derivatets virde vid tiden ¢ betecknas med v(t). Enligt
forutsittning giller att v(7) = max(0, ¢(T'), L) = max(¢(T), L), dar
c(T) =c(T,S(T),S(T);Ty) = c(T,1,1;T7)S(T).

Alltsa blir
v(T) = (¢(T) — L)" + L

L
=c(T,1,1:T)(S(T) - — )"+ L
ALLEDSW = )t
och det foljer att
o(t) = o(T, 1,1 T )elt, (1), ——2 ) 4 LT
S e AU S (T 1, 15T ‘
eller
o(t) = c(t, e(T,1,1;T)S(t), L; T) + Le "9 « SVAR
Har ar

c(T,s, K;T) = max(0,s — K)
och for ¢t < T galler att

c(t, s, K;T) = s®(dy) — Ke " Dd(d,)

dar
%:m%+w+§fow
ovT —t
och
dy = dy — oVT —1.
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Losning uppgift 10: a) Derivatets virde vid tiden ¢ ar lika med v(t, S(t)),
dar
0_2
v(t,s) =e""FE {q(se(’"*T)H”W(ﬂ)]

och 7 =T —t. Alltsa ar

v(t,s)=e""E [lns + (r — %2)7 + aW(r)]

Zyr).

2
— ¢ " (In : Y
e "(lns+ (r 5

Svar: e ""(InS(t) + (r — %)7)

b) Om en sjilvfinansierande portfoljstrategi i aktien och obligationen har
vardet V' (t) = v(t, S(¢) vid tiden ¢, dar V(T') = g(S(T)), sa ar antalet aktier
i portfoljen vid tiden ¢ lika med v!(¢,S(¢)) dvs i detta fall

e’”L aktier «+ SV AR
S(t)

Losning uppgift 11: Det galler att

P[S(t) <25(0)] =

B

[emf%)mwm < 2}

2

P [(u - %)t +oW(t) <In 2} =P [aW(t) <In2+ (%2 - u)t}

P [a\/EG <In2+ (%2 - u)t]

diir G € N(0,1). Alltsa &r

PIst) <2501 = 8 {22+ (5 uvi))
Satt 2 )
f@) = —+(5 —wz. z>0.



Funktionen f &r konvex och f'(z) = 0 om och endast om

2ln2
xr = .
0% —2u
Alltsa ar
. 2In2
min f(z) = f(4/ —— 2u)'
Svar: 0221322“

Losning uppgift 12: Det galler att

P[S(t) <25(0)] = P [ew%)twww < 2}

2

e [(M - %)t + oW (t) < In 2} e {OW(t) <In2+ ("; - u)t]

2
=P [m/EG < ln2+(%u)t}

diir G € N(0,1). Alltsa &r

1 (In2 o?
PlS(t) <2 =&(—< — — — t
() < 2500 = 2 {22+ (G - Vi)
Satt 2 )
f@) ===+ (5 =y, @ >0,
Funktionen f ar strikt konvex och
, In2 o
f(m)**?+3fﬂ-

o2

Om%2 —pu < 04dr f'(z) <0och férstringt avtagande. Om % — p > 0 &r

f'(xg) =0 dér
2ln2
Ty =] 5.
0 0% —2u

Alltsa ér f strikt vixande i intervallet [0, zo] .

o2

Svar: Den givna sannolikheten ar avtagande om och endast om p > %-.
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