Induktion, méngder och bevis
for Introduktionskursen pa I

JAS, ht-04

1 Induktion

Detta avsnitt handlar om en speciell teknik for att forsoka bevisa riktigheten av pastaenden eller
formler, for alla heltalsviirden pa en ingaende variabel storre en nagot fixt heltal.

Exempel 1.1 Fram till slutet av 60—talet fanns det bade tva— och femkronorsmynt i Sverige.
Vilka belopp kunde betalas med enbart dessa myntsorter?

Det #r klart att inte alla belopp (t.ex. 1 krona och 3 kronor) kan betalas med myntsorterna.
Men det verkar som om varje belopp som #r ett heltal (den ingaende variabeln) och atminsto-
ne 4 kronor (det fixa heltalet) skulle kunna betalas med dem. Vi formulerar denna hypotes
matematiskt:
For varje heltal n > 4 (beloppet) finns det heltal a > 0 (antalet tvakronor) och b > 0 (antalet
femkronor), sa att

n = 2a + 5b.

Om k =4, kan vi vélja a =2 och b = 0.

Anta nu att beloppet n = p kan betalas med de bada myntsorterna, sa att p = 2a + 5b, fér nagra
heltal a, b > 0. Kan da beloppet p + 1 ocksa betalas pa detta vis?

Vi resonerar nu sa hiar. Om b (antalet femkronorsmynt) dr atminstone 1 (b > 1) kan vi ersétta
ett av dem med 3 tvakronorsmynt och fa beloppet p + 1:

p+1=2(a+3)+50b-1).

Om antalet femkronorsmynt &r noll (b = 0) for betalningen av beloppet p (> 4), maste antalet
tvakronor vara minst tva (e > 2). Vi ersétter tva av dessa med ett femkronorsmynt och far
beloppet p + 1:

p+1=2(a—-2)+50b+1).

Vi har alltsa visat att 1) beloppet 4 kronor kan betalas med de bada myntsorterna, 2) om
beloppet p > 4 kan betalas med dem, sa kan man &dven betala beloppet p + 1 med dem.
Tillsammans ger nu 1) och 2) att varje belopp n > 4 kan betalas med tva- och femkronorsmynt.
Att 1) och 2) riacker for att bevisa var formodan kallas induktionsprincipen, medan 1) (ibland)
kallas basfallet och 2) for induktionssteget. I induktionssteget gors antagandet att pastaendet
géller for ett visst viarde p pa variaben n. Detta kallas induktionsantagandet. Sjélva tekniken
kallas for induktionsbevis eller bevis med induktion.

Allmént fungerar induktionsprincipen pa féljande sdtt. Man har en foljd av pastaenden Py, Ps,
P;, ..., P,, ... vars riktighet man vill verifiera.

I vart exempel ovan dr pastaendena: P = "4 kronor kan betalas med givna mynt’, Po =75 kronor
kan betalas med givna mynt’, P3 = 76 kronor kan betalas med givna mynt’ etc.
Induktionsprincipen siger da foljande:

Lat Py, Ps,...,P,,... vara en foljd av pastaenden sadan att

1) det forsta pastaendet Py dr riktigt,

2) for varje p > 1 dr pastaendet Pyy1 riktigt om pastaendet P, dr det.
Da ar alla pastaenden P, for n=1,2,3,... sanna.




Det finns flera variationer av induktionsprincipen, vi kommer att stota pa nagra av dem i ex-
emplen som foljer.

Exempel 1.2 Féljande formel gdller:

n(n+1)

1+2+3+...+n= 5

for alla heltal n =1,2,3,....

1) Vi skall forst undersoka om formeln stdmmer da n = 1. Forst bor man observera att vénstra
ledet i formeln, dvs 1 + 2+ 3 4+ ... 4+ n, dr en beteckning for summan av de n forsta positiva
heltalen. Nér n = 1 &r vénstra ledet alltsa 1.

Hogra ledet n(n+1)/2 &r 1-(141)/2 =1 da n = 1. Alltsa &r vinstra och hogera leden lika da
n = 1. Formeln stdmmer alltsa for n = 1 och vi kan ga over till steg 2.

2) Har skall vi visa att om formeln &r riktig for ett n-véirde, sig p > 1, sa ar den ocksa riktig for
det efterfcljande n-vérdet dvs n = p + 1.
Antag darfor att formeln stimmer nir n = p, dvs att

p(p+1)_

L4243+, +p=""y

Detta ar induktionsantagandet. Vi ska da visa att dven

+1)(p+2
14+2+34+...+p+(p+1) = %.
Detta &r formlen nér n har virdet p + 1. For att visa detta observerar vi (enligt induktionsan-
tagandet) har ett alternativt uttryck for 1+ 2+ 3 4 ... 4 p i vénstra ledet. Vi sétter in detta

och far da

p(p+1)

1+243+...4+p+(p+1) = —t (p+ 1) = {Gemensamt brakstreck} =
1 2 1
= pp+1) ;— (p+1) = {Utbrytning av p + 1} =
_ (+DH+2)
2 )

som ju ar hogra ledet i det vi vill komma fram till. Allsta har vi ocksa klarat av induktionssteg
och induktionsprincipen ger darfor att formeln stammer for alla heltal n > 1.

Exempel 1.3 Visa att 3 delar n® —n for alla heltal n > 0.

1) Nér n = 0 dr pastaendet att 3 delar 0, vilket &r riktigt eftersom 0 = 3 - 0.
2) Antag nu att 3 delar p* — p, diir p > 0, dvs att

p® —p=3a,

for nagot heltal a. Vi ska visa att #ven (p+1)3 — (p+ 1) da dr en multipel av 3 (samma sak som
att det dr delbart med 3). Vi har

(p+1)3—(p+1) = {Utveckling med Pascals triangel} =
= p>+3p>+3p+1— (p+ 1) = {Omgruppering och utbrytning av 3} =
= p® —p+3(p* + p) = {Induktionsantagandet} =
= 3a+3(p*+p) =3(a+p*+p),

s& vi har sett att dven (p+ 1) — (p+ 1) da &r en multipel av 3.



Exempel 1.4 En foljd av tal ag, a1, ag, ... bestams av att ag = 1, ay = 1, och ap = (ap—2 —
2ay,-1)/3, ndrn > 2. Visa féljande formel:

1
a, = —((—1)"‘1 + 3n—1)’ ndrn > 0.

Innan vi boérjar beviset observerar vi att nér n > 2 bestdms talet a, av de tva omedelbart
foregaende talen i foljden. Det dr en tredjedel av skillnaden mellan talet tva steg tidigare (a,—2)
och fordubblingen av det tidigare talet (2a,_1). Var f6ljd av tal dr alltsa (rdkna sjilv!)

1,1, -1/3,5/3%,—13/3°,....

Vi inser ocksa att induktionssteget kommer att bli svart att genomfora; vi behdver inte bara
veta att formeln stdmmer nér n = p, utan &ven nér n = p — 1, eftersom a,,1 bestdms av a,
och ap—1. Vi maste hér forutsétta att p > 1, eftersom a_; saknar mening. For att genomfora
bassteget kommer det alltsa inte att réicka att kontrollera formeln fér ag utan vi maste ocksa
kontrollera att den stdmmer for a;. Vi ska anvénda foljande variation av induktionsprincipen:

Lat Py, Pi,...,P,,... vara en foljd av pastaenden sadan att

1) Py och Py dr riktiga,

2) for varje p > 1 dr pastaendet Ppiq riktigt om alla pastaenden Py, ddr
0 <n < p, dr det.

Da ar alla pastaenden P, for n =0,1,2,3,... sanna.

I vart fall 4r P, pastaendet

Bevis (Med induktion.)

1) Vi har ag = 1 och a; = 1 enligt talféljdens definition. Hogra ledet i Py och Py &r ((—1)~! +
3)/2 = 1 respektive (1 +1)/2 = 1, sa formeln stdmmer nidr n = 0 och nér n = 1.

2) Antag nu att p > 1 och att formeln stdmmer nir 0 < n < p. Speciellt har vi da att

ap-1 = %((—1)’772 + 3p1_2)

och
1 1
= Z((=1)1
o =5 (07 + )
Vi har da
L e . 1
apy1 = {Enligt foljdens definition} = §(ap_1 —2a,) =
- . 1 _ 1 _ 1
= {Enligt induktionsantagandet} = 7.3 ((—1)p 24 2 2((—1)p 1y F)) =
= {1 = (1, (1 = (L 13 = 3

1 1
- m(g(_l)p + 3p_1) = {Multiplicera in 1/3} =
1 1
= — —1 p 7)
2(( )+ )

som &r formeln ndr n =p + 1.
Enligt induktionsprincipen dr formeln nu giltig for alla n > 0.



1.1 Ovningsuppgifter

1. Vi vet att
n(n+1)

1+24+3+...+n= 5

(a) Visa att
1)(n + 2
1242343 44 +nn+1) = 1F 3(”+ ).

(b) I analogi med de tva foregaende formlerna skulle man kunna hoppas pa att

1 2
1.2.842.3-4484-5+...4n(n+1)(n+2)— T )(“4* J(n+3)

Stammer denna formel?

2. Bevisa med induktion att om vi har en f6ljd av tal a1, ao,... ddr a; = 1 och a,, = 4a,—1
for n =2,3,... sa giller a,, = 4"~ ! for alla positiva heltal n.

3. Ge ett induktionsbevis for att

1+2+4+... 42" ="+ 1,

4. Betrakta likheten 1 +3+5+7+ ...+ (2n—1) =n’+a.

(a) Visa att om likheten giller for ett n-virde, sig n = p, sa géller den ocksa for n = p+1.
(b) Foljer diarav att likheten &r bevisad med induktion?

(c) Finns det nagot vérde pa a for vilket likheten géller?
5. Visa med hjilp av induktion att 2n3 + n #ir delbart med 3 for varje naturligt tal n.

6. Visa med induktion att om a dr ett tal skilt fran 1 sa géller

n+1_1
l+a+a®+...+a" =2
a—1
forn=0,1,....
7. Gor ett induktionsbevis for likheten
1 n 1 n 1 P 1 _on
1-2 23 34 7 n-(n+l) n+l
forn=1,2,....
8. Forsok att utnyttja likheten
1 1 1

n(n+1) n n+1
till att ge ett annat bevis for likheten i foregaende uppgift.

9. Visa att
n
» ivil=1-1142-2143 -3+ +n-nl=(n+1)! -1
i=1
10. En foljd av tal definieras genom att ag = 7, a1 = —2, as = 18, och a, = 3a,—1 — 4ay,_3,

nédr n > 3. Visa att
an, = (n+1)2" +6(—1)",

for alla heltal n > 0.



2 Maingder och pastaenden

Detta avsnitt handlar om pastaenden, méngder och sambandet mellan dem.

2.1 Mangder

En méngd &ir en samling objekt som kallas element i médngden. For att definiera en méngd
maste man ange vilka element den har. Ett sétt att gora det &r att rdkna upp alla elementen i
méngden. Man betecknar méangder med hjilp av klamrar dir man mellan dessa pa nagot sétt
anger vilka element méngden skall ha. Exempelvis &r

M = {1,3,4}

en méngd vars element dr talen 1, 3 och 4. Det finns andra sétt att beskriva méngden. Vi kan
t.ex. observera att talen 1, 3 och 4 &r nollstéllena till polynomet
f(z) = (x —1)(z — 3)(x — 4) och skriva méngden

M = {z| f(x) = 0}.
Detta skall da utldsas som

“Méngden av alla x sadana att f(x) = 0.

I detta sammanhang skall alltsa “| ” tolkas som “sadana att” eller “med egenskapen att”.
Betraktar man méngden {1,4,9,16,25,...} &r det ju egentligen inte klart vilka element som
“...7 star for, &ven om man vil gissar att médngden bestar av alla kvadrater. For att klargora

detta kan man skriva mingden s& hér
{n?n=1,2,3,...}

En mingd som skrivs {0, 2, 6,12, 20, ...} borde valla storre problem om man inte explicit anger
hur elementen uppkommer. Den méngd jag hér tdnkt pa &r

{n(n—-1)|n=1,2,3,...}

Skriven pa denna form kan man ju ldtt fortsdtta uppriknandet av element.
For att ange att ett objekt dr ett element i en viss méngd anvands symbolen € medan ¢ betecknar
att objektet inte &r ett element i méngden. For var tidigare méngd M = {1, 3,4} har vi alltsa
att

1€ M medan 2 ¢ M.

Tva méngder M och N &r lika om de har precis samma element. Detta skrivs ocksa M = N.
Exempelvis ar {1,2,3} = {3,1,2,1} eftersom bada méngderna innehaller precis elementen 1, 2,
och 3.
FEn delméngd av en méngd M &r en méngd vars alla element ocksa ligger i M. Med samma
exempel som ovan dr saledes D = {1,4} en delméngd av M = {1,3,4} medan E = {1,5} inte
ar det eftersom 5 tillhér £ men inte M. Att D &r en delméngd av M skriver vi D C M. Ibland
skrivs detta ocksa D C M.
Man infor ocksa en méngd utan element. Den betecknas () och kallas den tomma mééngden.
I de flesta anvéndningar &r det naturligt att anvéinda en grundméingd (eller universalmingd)
som innehaller de objekt som &r av intresse att behandla. Om vi exempelvis beskriver var
favoritméangd M som

M = {z|(x —1)(z — 3)(z —4) =0}

sa verkar det inte sérskilt relevant att fraga sig om I-linjen pa Chalmers tillhér méngden eller
ej. A andra sidan ir det ju inte heller riktigt klart, som vi skrivit, vilka tal vi skall undersdka.
Naturliga tal, reella tal, komplexa tal? Lat oss anta att vi ar i ett sammanhang dir vi i 6vrigt
bara behandlar hela tal. Da &r det rimligt att ange det i definitionen av M sa att den skrivs

M = {heltal z | (z — 1)(x — 3)(z — 4) = 0}.



Vi kan da séga att vi arbetar med de hela talen som grundméngd G och kan med detta G skriva
mangden M som
M={zeG|(x—-1)(x—3)(x—4) =0}

Nér vi arbetar i en grundméngd kan det ocksa vara meningsfullt att betrakta den méangd som
bestar av alla element i grundméngden vilka inte ligger i M. Denna méngd kallas komplementet
till M och betecknas hér ~ M, men observera att den &r beroende av vilken grundméngd man
arbetar med. I vart exempel har vi

~ M = {heltal z|(x — 1)(z — 3)(z — 4) # 0}.
Om vi istéillet véljer de reella talen som grundméngd har vi
~ M = {reellt tal z | (z — 1)(x — 3)(z — 4) # 0}.

I det forsta fallet har vi 1/2 ¢~ M, i det andra har vi dédremot 1/2 e~ M.
Vanliga beteckningar for nagra vanliga grundméngder &r

N de naturliga talen
Z  de hela talen

Q de rationella talen
R de reella talen

C de komplexa talen

De naturliga talen &r alla heltal > 0, sa att N = {0, 1,2,3,...}. De rationella talen &r alla tal
som kan skrivas som kvot mellan tva heltal (dér ndmnaren inte &r noll). Vi har alltsa

Q = {a/b|a och b # 0 heltal}.

Tyvarr rader det lite forvirring kring vilka tal som egentligen ingar i de “naturliga talen”. I
manga sammanhang dr N = {0,1,2,3,...} medan i andra nollan inte &r tillaten. Vi later i var
kurs, som i gymnasiet, nollan finnas med bland de naturliga talen, men nér du kommer till en
annan kurs ar det bést att kontrollera om 0 betraktas som ett naturligt tal eller ej.

I samband med méngder finns tva operationer som man bor kinna till. Vi antar att A och B é&r
tva méangder. Da ar

Unionen AU B den méngd som bestar av alla element som ligger i minst en av méngderna A
och B.

Snittet AN B den méngd som bestar av alla element som ligger i bada méangderna A och B.

Om AN B = () kallas méngderna disjunkta.

Exempel 2.1 Lat
A={1,3,4} och B ={-1,1,4,6}.

Da dr
AUB={-1,1,3,4,6} och AN B ={1,4}.

Mer om méngder finns i 6vningarna.

2.2 Pastaenden

Lat oss betrakta foljande tre yttranden:
o 1+1 &ar 2

e 1+1 4ar 3



e (0.001 ar litet

Av dessa dr det forsta sant, det andra falskt medan det tredje inte gar att avgéra om man inte
forst preciserar vad “litet” skall betyda. Med detta som bakgrund goér vi definitionen att

ett pastaendet dr ett yitrande av sadan form att det antingen dr sant eller falskt.
Om vi har tva pastaenden p och ¢ kan vi bilda tva nya:
pV q som star for p eller ¢, dir vart “eller” inkluderar mojligheten att bade p och ¢ géller.

p A q som star for p och q.

Exempel 2.2 Lat p och q vara féljande pastaenden

p: Idag dr det fredag.
q: Idag dr det den 24 december.

Da dr
pV q pastaendet att det idag &r antingen &r fredag eller den 24 december eller badadera.
p A q pastaendet att det idag &r fredag och det dr den 24 december.

For ett pastaende p har vi ocksa negationen av det, som vi hir betecknar ~ p.

Manga av de pastaenden man méter i matematiken &r yttranden om variabler. Riktigheten
i dessa pastaenden kan inte alltid avgoras forrdn variabeln har fatt ett viarde. Denna typ av
pastaenden brukar kallas 6ppna. Lat till exempel p(z) vara foljande pastaende om reella tal,
dér vi skriver p(x) for att markera att pastaendet beror pa en variabel z.

p(r): 22 <1

Detta pastaende ér alltsa sant om x ligger i intervallet [—1,1] och falsk annars. Man siger da
att detta intervall 4r sanningsméngden for pastaendet. Rent allmént kan man alltsa for varje
pastaende p(x) om element z i en grundméngd G definiera sanningsméngden

Sp = {z € G| p(x) sann}.

I samband med vara operationer eller, och och negation kan vi se att vi har féljande koppling
till méngdoperationer:

Spvg = Sp U Sy
Spag = Sp NSy
och
S(Np) =~ 5.

2.3 Implikationer och ekvivalenser

Antag att vi har tva pastaenden p och ¢g. Pastaendet om p sa ¢ kallas en implikation (p
implicerar ¢) och skrivs p = ¢. Den skall alltsa tolkas som att om p dr sann sa #r ocksa ¢ sann.
Samma implikation kan ocksa skrivas ¢ < p (observera ordningen).

Vi séger att tva pastaenden ar ekvivalenta om vi har bade p = ¢ och p < ¢ och skriver detta
peq.

Om vara pastaenden innehaller variabler tolkas p(x) = ¢(z), som att varje virde pa x som gor
p(z) sann ocksa gor ¢(z) sann. Pa samma vis &r p(x) < ¢(x) pastaendet att p(z) och ¢(z) &ar
sanna for precis samma varden pa x.



Exempel 2.3 Lat oss betrakta foljande tre pastaenden om en variabel x som dr ett reellt tal.

p(x): =<0
qgx): <1
r(z): z—1<0

For dessa har vi
p(x) = q(z) och q(z) & r(x).
Allmént géller foljande koppling till méngder:

p(z) = q(x) ar ekvivalent med att S, C S,

och
p(z) < g(x)ar ekvivalent med att S, = 5y

Avslutningsvis bor det papekas att det finns ett otal sprakliga formuleringar med samma logiska
innehall. T.ex.

pAq: poch g, pmen q.

p=-q: om p sd ¢, ¢ om p, p bara om ¢, q ar ett nodvandigt villkor for p, p &r ett tillrackligt
villkor for q.

p < q: p ar ekvivalent med ¢, ¢ om och endast om p, ¢ precis néir p, ¢ ar ett nédvindigt och
tillrackligt villkor for p.

Frasen om och endast om skrivs ibland omm.

2.4 Ovningsuppgifter

1. I texten bor man kunna urskilja nagra olika sétt att definiera méngder.

(a
(b

) Beskriv de olika sétten.
)

(c) Hitta pa en méngd som du kan beskriva pa de olika sétten.
)

Ge exempel pa var och ett av sétten.

2. (a) Beskriv foljande méingd genom att “rékna upp” elementen
n—1
M, = =1,2,...}.
1={5,—7In=12..}

Man maste ange sa manga element i médngden att ldsaren kan gissa hur fortséttningen
ser ut.

(b) Hur kan ?? nedan skrivas for att

n—+7
2n + 15

My ={

|n =77}

skall vara samma méngd som M; ?

(¢) Hur skall ?? nedan skrivas for att
Ms={??|n=23,4,...}
skall vara samma méngd som M; ?

3. Betrakta grundméngden G som bestar av alfabetets forsta sju bokstéver, dvs G = {a, b, ¢, d, e, f, g}.
Betrakta ocksa de tva méngderna A = {a,c,e} och B = {b,c,d,e}. Ange elementen i var
och en av féljande méangder.

(a) AUB



~ (komplementet till A)
A~ B dvs AN(~ B)
(~A)N(~ B)

f) (~AU(~ B)

4. Betrakta nu tva godtyckliga méngder A och B i en grundméingd G. Illustrera i figurer
operationerna

(a) AUB

(b) ANB

(¢) ~ A (komplementet till A)
(d) A~B=A\(~ B)
(e) (~A)N(~ B)

(f) (~A)U(~ B)

5. Forsok att utnyttja figurerna i foregaende uppgift fér att uttrycka (~ A)()(~ B) och
(~ A)J(~ B) pa annat sitt.

6. Betrakta likheten A|JB = (A ~ B) J(AN B)J(B ~ A). Illustrera likheten med en figur.

e
f

7. Hur manga element innehaller de tre mingderna M; = 0, My = {0} respektive M3 =
{0,{03} 7
8. (a) Hitta pa pastaenden p och ¢ sa att p = q.
(b) Samma fast nu med p < q.
(¢) Samma fast nu med p < q.

9. Skriv foljande nya pastaenden med implikations- eller ekvivalenspilar.Vi tanker oss att p
och ¢ ar tva pastaenden.
(a) Om g, sa p.
(b) pom g.
(¢) p endast om gq.
(d)

10. Hér later vi p(x) vara pastaendet “z dr ett heltal sdidant att 22 = 1”. Ange de implikationer
som géller mellan p(z) och vart och ett av foljande pastaenden.

p om och endast om gq.

(a) p:x=1

(b) g2 :x=-1

(¢) g3:x=1ellerx =—1
(d) ga:x=—-1,0eller 1

11. Nedan varierar x &ver de positiva heltalen. Bestdm vilka av foljande yttranden som &r
(6ppna) pastaenden.

(a) bz #r jobbigare att rdkna ut &n z +x + = + x + x.
(b) 22 >0

(c) 22 = —1

(d) z(z—1)=0

(e) Ar 22 = 4?

12. Skriv ner negationen av foéljande pastaenden.

)
)
)
)

(a) Om n &r ett jamnt tal > 2, sa dr n summan av tva primtal.

(b) Om punkterna P,Q och R i planet ligger pa linje, sa d&r PQR inte en triangel.



3 Bevis

Att bevisa ett pastaende ar att ge ett dvertygande argument for att pastaendet dr sant. Var-
je vetenskaplig disciplin har sin syn pa vad som &r ett acceptabelt bevis. Inledande studier i
matematik gar till stor del ut pa att ldra sig vad som betraktas som matematiskt acceptabla
bevis.

Matematisk teori ar idealt uppbyged pa foljande hornstenar.

e Primitiva begrepp
e Definitioner

e Axiom

e Satser

En definition r ett fastslaende vad ett visst begrepp skall betyda. Som exempel pa en definition
kan vi ta foljande

“Ett primtal &r ett heltal storre &n 1 som inte har nagra andra delare stérre dn 1 dn
talet sjalvt.”

Detta &r alltsa en definition av begreppet primtal. Tittar vi ndrmare pa definitionen ser vi att
den i sig innehaller nagra andra begrepp. Dér finns begreppen delare, heltal, storre dn och 1.
Begreppet delare kan man ju i sin tur definiera genom

“Ett heltal b 4r en delare till heltalet ¢ om det finns ett annat heltal ¢ sa att a = be.”

Vi kunde sedan ocksa borja fundera over vad som skall menas med heltal, storre dn och 1.
Nar man haller pa med sddana definitioner bygger de i sin tur pa begrepp som maste vara
inforda tidigare. For att komma igang déverhuvudtaget behover man dérfor ett antal begrepp
som man accepterar utan att precisera inneboérden av. Det kan vara begrepp som heltal, positiv,
1 och exempelvis fran geometrin begreppen punkt och linje. Sidan begrepp som man i en teori
accepterar utan definition ar det vi kallat primitiva begrepp.

I analogi med primitiva begrepp kallar vi axiom ett pastdende som man accepterar som sant
utan motivering. Med sats menas ett pastaende som #r en logisk konsekvens av axiomen. Nar
man skall bevisa ett pastaende kan man alltsa stédja sig pa axiomen och tidigare bevisade satser.
I praktiken funderar de flesta som sysslar med matematik inte sérskilt mycket pa axiomen utan
stoder sig pa tidigare bevisade satser. Sa dr det ocksa de matematikkurser du kommer att lésa.
Oftast far man da bara en informell avstdmning av vilka satser och begrepp den teori man
laser verkligen startar pa. Det gor det svart att tala om exakt hur ett bevis skall se ut. Det &r
konventioner som avgor hur mycket som behtver bevisas i ett visst sammanhang. Nér man lédser
en kurs far man alltsa forsoka hitta konventionen for bevisen i just den kursen, sa att man ser
vad som accepteras utan bevis och vad som behover visas.

Trots vad som skrivits hdar kan man i varje fall sarskilja tre olika typer av bevis

e Direkt bevis
e Indirekta bevis
e Motsigelsebevis

Nar vi gar over till att titta pa de tva forsta typerna av bevis kan man observera att manga
satser dr uppbyggda pa formen

Antag att F' (forutsdttningar).
Da giller S (slutsats).
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Detta innebér alltsa att satser ofta kan formuleras som implikationer

F=S

3.1 Direkt bevis

Som namnet antyder far man hér slutsatsen ur forutsédttningarna genom en sekvens av implika-
tioner

F=58=58=...=25

Uppldggningen ar alltsa att man antar att forutsidttningarna F' dr uppfyllda och drar med hjilp
av detta och tidigare visade resultat olika slutsatser som slutligen leder fram till den 6nskade S.

Exempel 3.1 Betrakta foljande sats

“Antag att x dr ett reellt tal # 4. Om 2;”__45 =3sadrex="7"

Har kan man observera att vi som grundforutséttning har att = dr ett reellt tal # 4. I vara
tidigare beteckningar &r alltsa forutséttningarna

F: z &r ett reellt tal # 4 och 2;%45 =3.
medan slutsatsen ar
Six="17
Ett typiskt bevis skulle kunna se ut sa hér.
Antag att x &r ett reellt tal # 4 och 2;”%45 = 3. Av likheten 2;’%45 = 3 foljer
2 —5=3(x—4)

det vill sdga
20 — 5 =3z — 12

som ger
12 -5=3z — 2z

och alltsa x = 7.
Analyserar vi detta resonemang sa ser vi att det bestar av ett antal implikationer. Vi har forst
F=2r—-5=3(x—4)

och sedan
2z —5=3(z—4)] = 22 —5 =3z — 12]

dérefter
22 —5=3zx—12] = [12 — 5 = 3z — 2z

och slutligen
[12 -5 =3z — 2z] = [x = 7] (som ju &r slutsatsen S.)
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3.2 Indirekt bevis

For att visa riktigheten av F' = S kan man visa att om S inte géller, sa kan heller inte F' gélla.
Detta angreppssétt kallas att visa implikationen indirekt och bygger pa att implikationerna

F=S5

och
(~ 8) = (~ F)

dr ekvivalenta. Ibland kan den ena av dessa implikationer vara lattare att visa dn den andra.

Exempel 3.2 Vi vill visa foljande resultat.

« - ° o 2x—5 2
Antag att x dr ett reellt tal sadant att x # 4. Om x # 7 sa gdller <=2 # 3.

Villkoret = # 4 &r ju till for att kvoten % overhuvudtaget skall existera sa hela resultatet &r
ett pastdende om sddana x som &r reella tal # 4.

Att rdkna med “=" &r oftast enklare &n “#£” sa vi anvénder att
2 — 5
eAT7= 27223
r—4
ar logiskt ekvivalent med att
2¢ — 5
=3=z="T.
x—4

Denna implikation visade vi i exemplet om direkta bevis.
For att bevisa att om = # 7 sa ar % # 3 visade vi alltsa att om vi skulle ha % = 3 sa
maste x = 7. Eftersom vi férutsatt att = # 7 kan vi alltsa inte ha 2;%5’ =3.

3.3 Motsigelsebevis
Ett motsigelsebevis for ett pastaende

F=25

ar ett bevis ddr man argumenterar for att om F och ~ S &r sanna samtidigt, sa leder detta
till en motsdgelse. Om F' &r riktigt, sa kan i sa fall inte ~ S vara det, och alltsa maste .S vara
korrekt.

I motségelse bevis visar man alltsa F' = S genom att i stéllet visa att

(FV~S8)= (RV~ R),

dar R ar nagot pastaende.

Det bor papekas att d&ven om en klar majoritet av matematiker accepterar motsigelsebevis, sa
finns det trots allt de som inte gor det. Deras invéndning &r att man inte av felaktigheten hos
~ S kan dra slutsatsen att S &r riktigt; det skulle kunna vara sa att det &r helt omdojligt att
avgora om S giller eller ej. Detta bottnar i var nagot vaga definition av ett pastaende som
nagot som man (i princip) kan avgér om det ér sant eller ej. Ett exempel pa ett problematiskt
pastaende ar S : Nu ljuger jag. En stunds funderande ger att om S dr sant sa ar S falskt och vice
versa. Aven om S intuitivt kéinns som ett pastaende dr det alltsa inte det enligt var definition.
De klentrogna hivdar att samma villfarelse kan gélla andra “pastaenden” i matematiken.
Motséigelsebevis anvinds ibland ocksa for att visa pastaenden P pa ett indirekt vis. Man visar
da att ~ P leder till en motségelse. Da kan inte ~ P vara sant, s& P maste da gélla. Man visar
alltsa P genom att i stéllet visa att

~P=(RV~R),

déar R ar nagot pastaende.

Vi ger tva exempel pa sadana bevis himtade fran talteorin. For att forsta exemplen boér man
komma kénna till en del egenskaper fran talteorin. Bland annat behdver vi acceptera foljande
resultat
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e Om en produkt ab av tva hela tal a och b dr delbar med ett primtal p sa &r antingen a
eller b delbart med p.

e Varje heltal > 1 som inte sjélvt &r ett primtal kan skrivas som en produkt av primtal.
Framstéallningen dr entydig om man bortser fran ordningsféljden. Aritmetikens funda-
mentalsats.

Nu till de tva exemplen pa motségelsebevis.
Exempel 3.3 V2 dr irrationellt.

BevisDet bevis vi ger r alltsa ett motséigelsebevis. Lat P vara pastaendet P : /2 ér irrationellt.
Vi antar att ~ P &r riktigt och visar att vi ddrigenom kommer fram till en motségelse (RV ~ R).
Detta leder oss till slutsatsen att antagandet (~ P) &r falskt. Alltsa maste P vara sant.
Antag alltsi att det finns ett rationellt tal x si att 22 = 2. Detta tal kan vi da skriva x = p/q
dér p och ¢ # 0 ar heltal. Efter forkortning kan vi komma fram till att R : talen p och ¢ har 1
som storsta gemensam delare.
Genom att sétta in i ekvationen ser vi att
p* =2¢".

Eftersom 2 dr ett primtal leder detta (enligt det férsta av de grundldggande resultaten) till att
2 delar p dvs p ar av formen p = 2p; for nagot heltal p;. Vi erséitter p med 2p; i likheten ovan
och far

4p% =2¢° dvs Qp% = ¢

Men denna likhet leder till att dven ¢ &r delbart med 2. Detta ger oss ~ R. Vi har dédrmed
kommit fram till att ~ P leder till RV ~ R, som &r en motségelse och tvingas dra slutsatsen
att vart antagande (~ P) dr omojligt. Det finns alltsd inget rationellt  s& att 22 = 2.

Nista exempel ar klassiskt bevis for ett klassiskt resultat av Euklides.

Exempel 3.4 Det finns odndligt manga primtal

Bevis Vi gor alltsa ett motsigelsebevis och antar darfor att det bara finns dndligt manga primtal
(~ P), sig N stycken. Lat oss infora beteckningarna p1, pa, ..., py for dem. Bilda sedan talet

a=1+pip2...pnN,

som dr > 1. Detta tal &r konstruerat sa att inget av primtalen pq, p2, ..., py delar talet a. 1
sa fall skulle ndmligen a — p1ps ... pn ocksa vara delbart med detta primtal, vilket &r omdojligt
eftersom a — p1p2 ... pxy = 1. Vi har alltsa kommit fram till R : ¢ > 1 &r inte delbart med nagot
primtal.

Men enligt aritmetikens fundamentalsats dr ju a antingen sjilvt ett primtal eller produkt av
sadana och darfor giller ~ R : a > 1 &r delbart med nagot primtal.

Var slutsats blir att antalet primtal inte kan vara &ndligt och dérfor finns det oéndligt manga
sadana tal.

3.4 Motexempel

Avsnitten ovan har handlat om olika strategier for att bevisa olika pastaenden. Eftersom inte
alla pastaenden &r sanna kan man ju fraga sig hur man skall bevisa att ett pastaende falskt.
Nagon generalmetod for detta finns forstas inte, men ibland kan en metod vara att man forsoker
ge ett motexempel. Detta skall vara ett exempel dar forutsattningarna ar uppfyllda men den
pastadda slutsatsen &r falsk. Vi illustrerar med nagra exempel.

Exempel 3.5 Motbevisa foljande pastaende.

“Omn dr ett positivt heltal si gdller 2™ > n?.”
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For att visa att pastaendet &r falskt ridcker det att hitta ett enda positivt heltal n sadant att
2" < n?. Genom att prova nagra virden finner vi att 23 < 32. Olikheten giller alltsa inte for
n = 3. Pastaendet &r déarfor inte sant.

I sjdlva verket d&r n = 3 det enda motexemplet till olikheten, sa foljande snarlika pastaende &r
sant.

“Om n #r ett positivt heltal stérre &n 3 sa giller 2" > n2.”

Exempel 3.6 Visa att foljande pastaende ar falskt.

“Varje heltal storre dn 3 kan entydigt, sandr som pa ordningen, skrivas som en
summa av tva, eventuellt lika, primtal.”

I detta pastaende ingar flera delpastaenden. Dels att varje heltal kan skrivas som en summa
av tva primtal, dels att dessa tva primtal dr entydigt bestdmda om man bortser fran i vilken
ordning man skriver termerna. Exempelvis dr 5=2+3 men ocksa 5=342. I bada uppdelningarna
dr primtalen 2 och 3 sa dessa uppdelningar skall vi inte skilja pa.

For att motbevisa det ursprungliga pastaendet ricker det att motbevisa nagot av delpastaen-
da. Entydigheten kan vi motbevisa exempelvis genom att se att 10=347 men ocksa 10=5+5.
Eftersom 3, 5 och 7 alla dr primtal har vi motbevisat entydigheten och ddrmed hela pastaendet.

3.5 Ovningsuppgifter

1. Skriv med ldmpliga pilar ut relationerna mellan raderna i féljande:

xr = 4
2?2 = 16
xr = 4
2. Samma uppgift for
2 -3x+2 = 0
22 =322 +2x = 0
z(z—1)(z—-2) = 0
z = 0,1eller 2

3. Hitta ett motexempel till var och en av féljande pastaenden.

(a) Om n &r ett positivt heltal sa géller
o2n’ +n=n®—n?+3n

(b) Om n &r ett primtal sa har 12 och n® — n? 4 3n en gemensam faktor.
4. Konstruera direkta bevis for var och en av foljande pastaenden.

(a) Om m och n dr tva jimna tal sa &r ocksa summan jamn. (Ledning: Ett tal kallas n
jamnt om det &r av formen 2k, dér k dr ett heltal.)

(b) Om m och n &r jimna sa &r mn ocksa jamnt.
(¢) Om m &r jamnt och n dr udda sa dr m + n udda.

(d) Om m &r jamnt och n &r udda sa &r mn jamnt.

5. Avgor om foljande pastaende &r sann eller falsk:

“Om n ar ett heltal sa att 4n — 8 ar delbart med 12 sa ar ocksa n — 2 delbart
med 12”.

Bevisa eller motbevisa.
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4 Svar till vissa uppgifter

Kapitel 1
4.

Kapitel 2
3.
D.
7.
9.
10.
11.
12.

Kapitel 2
1.

2
3.
4

1. (b) Ja
(b) Nej (c) Ja,a=0
2. (a) 0, %7 %7 %, %7 (b) =—7,-6,... (C> "= 27;01_—35

(a) {a,b,c,d, e} (b) {c;e}  (c) {b,d, fig} (d){a} (e){f,9} (f){a,b.d, [ g}
~ (AU B) respektive ~ (AN B)

0,1,2

(@)g=p (M)g=p (@)p=>q ([dpeq

@a=p (bae=>p CQeep Dp=>au

b,c,d

(a) Det finns ett jamnt tal n > 2 som inte d4r summan av tva primtal.
(b) Det finns P, @ och R vilka ligger pa en rit linje sa att PQR #r en triangel.

r=4=21=16 &z ==+4

22 =3242=0=23-32+2r=0&z(z—1)(z—2)=04 2 =0,1 eller 2

(a) Texn=3 (b) Texn=>5

. Om m och n &r jaimna sa d&r m = 2a och n = 2b fér nagra heltal. Detta ger m +n =

2(a + b) och mn = 2(2ab), sa bada ir jimna.

Om m &r jamnt och n udda, sa &r m = 2a och n = 2b+ 1 for nagra heltal. Detta ger
m+n=2(a+b)+ 1 och mn=2(a(2b+ 1)), sa det forsta dr udda medan det andra
ar jamnt.

5. Falsk

(d) A< B

15



