Losning av TM A100Introduktionskurs i matematik I, 1p, 04 08 28

1. (a) En riktningskoefficient ges av k = (3 —5)/(—4 — 6) = 1/5. Detta ger ekvationen y = z/5 + m.
Linjen gar genom (6,5) och inséttning av detta ger 5 = 6/5 + m, sa& m = 19/5.
Svar: y =xz/5+ 19/5.
(b) Overgang till potenser av 3 och 2 samt slutlig forkortning ger

45.8 210.28.8
6 o9

93.86 36 . 9218

(¢) |z + 4| &r avstandet mellan x och —4 pa tallinjen. Detta avstand ska vara mellan 3 och 5.
Detta giiller néir -5 —4 <z < —-3—4ochndr3—4<z<5-—4.
Svar: Nir -9 <2 < —7ochnir -1 <z <1

(d) JAS
2. (a) Viloser ut Inx och anvinder logaritmlagar:

Inz = (Inz+3n4—4In3)/2=(In4®>—-1n3*)/2 =
= (1/2)In(4°/3%) = (1/2)In((2°/3%)?) = In(9/8),
som har (den enda) 16sningen « = 9/8 (eftersom logaritmen &r stréngt vixande).
Svar:z = 9/8.

(b) Omskrivning ger att vi ska 16sa

0 o 1 1 1 1
2—1 z+1 (z—1)(z+1) z+1
1—(x—-1) 2—z

(x+1D)(z—1) (z+1)(z—-1)

Det rationella uttrycket véaxlar tecken i —1, 1, och 2. Detta ger
Svar: x < —loch 1<z <2.

3. Gemensamt brak streck i leden och 6verflyttning ger att vi ska losa

0 — r—4 n T —3 _ T —2 _ r—1 _
@—9@—1) @-3w—4) @-Da-2 @-Dz-2
2z — 7 2z — 3 (2z — 7) (22 — 32 +2) — (22 — 3)(2? — Tz + 12)
T 22 —Tr+12 22-3z+2 (22 = Tz 4+ 12)(2? — 3z + 2) -
42? — 20x + 22

(22 =Tz +12)(22 - 3z + 2)°

Ekvationen ir alltsa ekvivalent med 0 = 2% —5z2+11/2, som har losningarna z = 5/2+./25/4 — 22/4 =
5/2 +/3/2.
Svar: x =5/2 4 /3/2.

4. (a) Substitutionen t = sinx ger ekvationen 0 = 2t2+7t+3 = (t+3)(2t+1) som ger sinz =t = —3

eller sinz = ¢t = —1/2. Den forsta saknar 16sning medan den andra ger
| —m/6+n2n
7\ —5n/6 + n2r.
Svar:

. —7/6 + n2m
T —57/6 + n27.

(b) Overgang till komplementvinkel ger sin(r/2 — 7x) +sin 5z = 0, eller sin(7/2 — 7z) = sin(—5z),

som ger
w/2—Tx+n2r = —bz eller
m—(r/2—Tx) = —bx+n2n

Dem forsta ekvationen ger @ = w/4 4+ nm, medan den andra ger x = —7/24 — n7 /6.

Svar: © = m/4 4+ nm och x = —7/24 + nw /6.



5. Ndrn=1harviVL = Z 14(i+1)=1-20ch HL; = (1-2-3)/3 =2,sa VL, = HL, stimmer.
Antag nu att VL, =" i (z +1)=p(p+1)(p+2)/3. Da giller

p+1 P
VLDpy1 = Z (i+1) Zz +p+(p+2) =
1+1 1=
= plp+1)p+2)/3+@+1)p+2)={brytut(p+1)(p+2)} =@+1)p+2)(p/3+1)=
= P+)P+2)(p+3)/3=HLp1.

Dérmed dr pastaendet bevisat med induktion.

6. (a) Kvadratkomplettering ger

0 = 2249y —4x—6y+7=(x—2)2+ (y—3)>—6 resp
0 = 224> +3z+5y+7=(x+3/2)%+ (y+5/2)%—3/2

och Svar: Den forsta har medelpunkt (2, 3) och radie v/6, den andra har medelpunkt (—3/2, —5/2)
och radie /3/2.

(b) Av medelpunkter och radier ser vi att den forsta cirkeln ligger i 6vre halvplanet medan den
andra ligger i det nedre. Alltsa skér inte cirklarna varandra. Om d dr avstandet mellan de
bada medelpunkterna dr kortaste avstandet d minus summan av de bada radierna, som &r

V6+/3/2=3./3/2. Vihar d = /(2+3/2)2 + (3+5/2)2 = \/170/4 = /85/2.
Svar: /85/2 — 3./3/2.

7. Med beteckningar som i figuren

P
Sh
d’ |y

har vi b/a = y/(a — z), eller y = (b/a)(a — ). Uppgiften &r, enligt Pythagoras sats, att gora
d? = 2?2 + 42 si litet som méjligt nér x ligger mellan 0 och a. Vi har, om later ¢ = a? + b2,

? = + (b/a)*(a —z)? = (1 + (b/a)*)x? — 2(b*/a)x + b* =
= ( 2/a V(2% —2(b%a/c*)x + b*a?/c?) =
(c?/a®)((x — ab®/c?)* + b*a? /e — a®b*/c?),

som antar sitt minsta virde nir x = ab®/c? (som ligger mellan 0 och a, eftersom 0 < ¢ < b.) Det
minsta viirdet av d? dr

(/a®)(b*a®/c* — a®b*/c*) = a®b? /2.
Svar: ab/va? + b2.



8. De fyra kulornas medelpunkter bildar en tetraeder med alla kanter lika langa, ndmligen av lingd 2R.
Denna tetraeder ligger pa héjd R 6ver planet. For att svara pa uppgiften récker det att bestdmma
hojden h i tetraedern.

Basen ér en liksidig triangel (med viklar 60°)och héjden i tetraedern mot denna skér i triangelns
tyngdpunkt. Foér avstandet d fran ett horn i triageln till denna punkt dr dcos(30°) = R, sa

d=2R/\3.
Enligt Pythagoras sats &r 4R? = h? + d?, som ger h? = 8R?/3, och h = R./8/3.

Svar: R+ R./8/3 = R(1+2./2/3).



