MATEMATISKA VETENSKAPER CTH och GU
Skrivning TMA225 Tillimpad Matematik Kfl 2 juni, 2009 V em

Provet bestar av totalt tre (3) uppgifter. Max poédng: 100 Varje deluppgift ger maxi-
malt 5p. Betygsgrédnser: 3: 40p, 4: 60p, 5: 75p. Det krivs att 16sningarna &r vilskrivna
med ordentliga motiveringar. Slarvigt skrivna losningar kan ge podngavdrag.
Hjélpmedel: Typgodkénd minirdknare

Telefonvakt: Adam Wojciechowski 0762-721861

1. (a) En reell geometrisk serie dr pa formen

o0

dir a och r &r reella konstanter. Lat oss anta att a # 0. For vilka r konvergerar serien?
Visa detta. Vad blir summan?
(b) Det giller att om serien

o0

D> o

k=0
konvergerar si maste ay — 0 da k£ — +o0. Diremot giller inte omvindningen. Ge ett
exempel pd detta, dvs en serie dir a; — 0 d4 k¥ — +0o men serien konvergerar ej.
Resultatet i exemplet ska bevisas.

(c) Definiera begreppen potensserie och konvergensradie fér en funktion f = f(z).

(d) Resonemanget i uppgift (a) kan anvindas for att visa att funktionen

kan utvecklas i en potensserie for z € I, dér I 4r ett intervall i (—oo, +00). Bestdm detta

intervall och skriv upp potensserien for f(z) pa detta intervall.



(e) En fyrkantvig kan beskrivas med att vi férst definierar en funktion f pa intervallet

(—1,1) enligt
1,0<t<1
f@) =
1, -1<t<0,
och sedan utvidgar denna till en periodisk funktion g med period T = 2 definierad pa

hela R. Rita upp funktionen g.

(f) Det visar sig att funktionen g kan skrivas som en Fourierserie

g(t) = % (sz’n(wt) + %sin(37rt) + ésin(57rt) 4. )

Anvind detta for att berikna summan

1 1 1
4o -t —...

1
=1—=
53579

genom att evaluera g(t) for lampligt val av 2.

2. Lat I = [0, 27]. Lat 75, vara en uniform indelning av I i fyra delintervall I; = [Zi, ZTiv1]-
i =1,2,3,4. Lat V}, vara rummet av kontinuerliga, styckvis linjéra funktioner pa I, dér
varje v i Vj, ar linjir pa varje [;. Lat vidare u(z) = sin(x).

(a) Rita in u och nodinterpolanten m,u i samma graf och ange m,u’s vérde i nodpunkter-
na.

(b) Beriikna |lu — mhul||Leo(r,)-

(c) Anviind feluppskattningsformeln for att uppskatta ||u — Tau||Leo(ry)-

(

d) Skaldrprodukten mellan funktionerna f och g pa intervallet I = [0, 2] definieras som

(f,9)=(f,9)r= /If(:v)g(:z)d:c.

och f och g 4r ortogonala pa intervallet I om integralen ovan &r noll, dvs om

(f,9)=(f,9)r= /If(:r)g(x)dz =0.



Visa att f(z) = sin(z) och g(z) = sin(2z) &r ortogonala pa intervallet I.
Tips: sin(2z) = 2sin(z) cos(x)

(e) Definiera L2-projektionen up = Pyu till u pa V.

(f) Visa Cea’s lemma, dvs att [|u — usl|z2(n) < |Ju — v||z2(r,) for alla v € V.

(g) Hérled, utan att berdkna up, ekvationssystemet for berdkning av us.

3. Lat I = [0,1]. L&t 7, vara en uniform indelning av I i tva delintervall I; = [z;, Ti11].,
i =1,2. Lat V}, vara rummet av kontinuerliga, styckvis linjira funktioner pa I, dir var-
je v i V4 ar linjar pd varje I; med tilligget att v(0) = v(1) = 0. Betrakta tvdpunkts

randvirdesproblemt

(1) —(a(z)u'(z)) = f(z), z €],

u(0) = u(1) = 0.
(a) Antag att (1) modellerar stationdr virmeledning i en tunn stav. Beskriv vad a(z),
u(z), —a(z)u'(z) samt f(z) star for.
b) Gor en variationsformulering av (1).

¢) Gér en FEM-formulering av (1).

(
(
(d) Harled ekvationssystemet f6r FEM-problemet till (1).
(e) Antag att a(z) = f(z) = 1. Los (1) exakt.

(f) Antag att a(z) = f(z) = 1 igen och 16s FEM-problemet, dvs 16s systemet i (d), for

hand.

(g) Rita in exakta 16sningen och FEM-6sningen i samma figur.

For att vi ska fa en snabb feedback: Ge en kort kommentar om hur Du upplevt den-

na kurs. Ar till exempel balansen mellan teori och simuleringar lagom?

Tack fér mig och Trevlig sommar!

Nils
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