Matematik Chalmers
Tentamen i TMA225 Tillampad matematik Kf1, 2012-05-29; KL 14:00-18:00

Telefon: David Witt-Nystrom: 0703-088304.

Hjalpmedel: Endast Typgodkiand Kalkylator.

Provet bestar av 5 uppgifter pa max 10 poéng var.

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40p- For Losningar och Granskning: Se Hemsidan

1. Beriikna styvhetmatris, massmatris och lastvektorn for styckvis linjira finitelement approxima-
tionen till randvéardesproblemet

—u”" +3u=1, 0<z<l,
u(0) = u(1) =0,

pa en partition 7, : o =0, 1 = 1/3, z2 = 2/3, 23 = 1, (h = 1/3), av intervallet [0, 1].

2. Visa att om 0 < b—a < 1, 8 &t | fll sy < I lzaan < 111z o)y dir

b 1/p
ey = ([ 1f@Pde) " 1<p<oo, ooy = max £
a

a<z<b

3. a) Bestdm en a priori feluppskattning for

—u" +cu' = f, 0<z<l, b>0
u(0) =u(l) =0,
i energinormen ||e||g = ||€’||. Dér || - || & Ly-normen, dvs ||w||?> = fol w(z)? dz.

b) Fér vilka ¢ virden blir felet minimal?

4. Betrakta en-dimensionell virmeledning

Up — Upy = 0, O<z<l, t >0,
u(0,t) = uy(1,8) =0, t>0,
u(z,0) = uo(z), 0<z<l

a) Visa att ||u(-,t)| och [Juy(-,t)| okar inte med tiden.
b) Visa att [Ju,(-,t)|]| — 0, da t — oc.
¢) Ge fysikalisk tolkning av a) och b).

1/2
Anvind Lo-normen: ||w(-,t)|| = (fol \w(x,t)|2dm) , tag w=u, w=u,.
5. a) Betrakta differential ekvationen
—u"(z) = f(z), xel=(0,1), u(0) = u(1) = 0.
a) Beskriv variarionsformuleringen:

(VF) : /u’v’ dr = /fvda:, Yo € Vo,
I I

b) Visa att (VF) <= (M P): l6sning u som satisfierar i (VF) minimerar energifunktionalen F(w)
(dvs F(u) < F(w), Yw e Vp), dér

(MP) : F(w) = %/Iwi dm—/lfw de.
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TMA225 Tillaimpad matematik Kfl, 2012-05-29; KL 14:00-18:00. Ldésningar.

1. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : ||v|| +|]v']] < o0, v(0) = v(1) =0}
och integrera over I = [0, 1],

1 1 1
/ u'v' do — [u (x)v(x)]f + 3/ wodz = / vdw, Vv € Hy.

0 0 0
Gemon att siitta in randdata far vi variationsformuleringen: Finn u € H} sé att

1 1 1
(VF) / u'v' dx + 3/ wodr = / vdz, Vv € Hy.
0 0 0

Motsvarande finitelementmetoden &r:
Finn U € V}, = {v : v #r kontinuerlig styckvis linjar pa 75, v(0) = v(1) = 0} sa att

1 1 1
(FEM) / U'v' dz + 3/ Uvdz = / vdz, Yo € V.
0 0 0

Vi har att U(x) = &¢1(z) + Eap2(x) dér

3z, 0<z<1/3 0, 0<z<1/3
p1(z) =< 2—-3z, 1/3<x<2/3 och pa(zr) =< 3x—1, 1/3<x<2/3
0, 2/3<z<1 3—-3z, 2/3<z<1

dr bada hela basfunktioner pa paritionen 7, & = U(x1) och & = U(z2).

SL'O:O 171:1/3 1‘2:2/3 1’3:1

Vi sétter in U(z) = &¢1() + &apa(x), v = p1(x) och v = ¢a(z) i (FEM) och far 2 x 2 linjar
ekvationssystem for £; och £ som M¢& = b med

R = A [Lorer  Jy w21
M= 0 0 + 0 0 ’
[( fol P13 fol ‘P/22 fol P1p2 fol P2p2
_( & o Jyen ) ( 1/3 >
5 - ( 52 ) 5 och b= ( fgl 0o ) == 1/3 .

Vi riknar de numeriska virdena for styvhet-, konvektion-, resp. massmatris for ¢, och o och far
172 -1 43 h(4 1 &\ [ 1/3
A\ -1 2 6\ 1 4 & )\ 1/3 )

vilket slutligen ger, med h = 1/3, att
(6 -3 141 NaY:
S(Styvhet) = ( > ,  M(Mass) = ( 1 4 ) , b(Last) = ( 1/3 ) .
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b 2 dx) 1/2 ( /ab fQ(x) dz) 1/2

17052y = /|f bx/b |<z>|bzs{c-8}g(/

a

— Vi=a( / Payde) " = VE=al il
1/2 b 1/2
gvb—a< max f?(x )dx) :\/b—a< max |f(x )|2dm>

a TE[a,b] o T€[a,b]
b 1/2
= vi=a s 1@ - ( [ de) = 0= lnan

Alltsa vi har visat att
1 £y (ap) < VO —allfllzy(ap) < 0= a)lfllze(ap)-
Omnu0< (b—a)<1dair0<+b—a<1,ochdirfor far vi
1Az (aby < 1 llzaap) < 1z (ab)-
3. Vimultiplicerar differentialekvationen med en testfunktion v € HZ(I), I = (0,1) och integrerar

over I. Partial integration och randdata leder till féljande variation problem: Finn u € Hg(I) sé
att

(1) /I(u’v’ + cu'v) = /va, Vv e Hy(I).

En finitelement Metod med c¢G(1) formuleras som: Finn U € V! s att

(2) /(U’v' +cU') = /va, Yo e Vi C Hi(I),

I

dér
V¥ = {v : v is piecewise linear and continuous in a partition of I, v(0) = v(1) = 0}.

Lat e = u— U, da ger (1)-(2)

(3) /(e’v’ +cev) =0, YveV
I

A priori feluppskattning: Vi anvénder oss av e(0) = e(1) = 0, och far

(1) [ee= [ 35 = @0

Sa kan vi skriva

lel|% = /I(e’e’) = /I(e'e' +cee) = /1 (e’(u —U) +ce(u— U))
={v=U—mpuin(3)} = /I (e’(u — mpu) + ce'(u — 7rhu)>
< |[(u = mu) || le']| + ellu — mpulllle'| = {llu — mnull& + cllu — mul }Hel &

Med Poincare:s olikhet far vi
lelle < (c+ Dlu—mpullp = (c+ 1)[[(w — mpw)|| < (c+ 1)[[hu|.

(b) Vi ser att felet #r minst da ¢ = 0, dvs om det inte finns nagon konvektionsterm.
2



4. a) Multiply the equation by u, integrate over (0, 1). Integrating by parts and using the boundary
conditions we have

1 1 1d 1 1 2
0= / tudr — / v'udr = =— [ w?dx+ / (u’) dr — ' (1,t)u(1,t) + u'(0,t)u(0, t)
0 0 2dt Jo 0

_1ld 2 "2
= 5@”“” + |||
This implies that
1d 2 "2
el - _ <0,
ol = ) <

with equality only if ug = 0. Thus u is decreasing.
Multiplying the equation by u” would yiels

! e R N A 2
_ Mg " — i1l T / "
07/0 wu' dx /O(u) dr = [uu']y 2/0 (at(u) +2(u)>dz.

Now since u(0,t) = 0 we get 4(0,t) = & (u(O, t)) = 0 which together with «/(1,¢) = 0 gives that
1d

QaHU/HQ — [[u"[|* <0,

and hence v’ is decreasing as well.
b) Time integration of the first equality in a) yields:

T
||u<-,T>||2+2/0 |2 dt = [[u(-,0)][2 = C.

To get a convergent integral as T' — oo it is necessary to have |[u/||*> — 0.

¢) In the absence of a heat source, the temperature and heat flux are decreasing (non-increasing)
in time, in particular the heat flux tends to 0 as T' — oo.

5. Se kursboken. Eller mina foreldsningsanteckningar.
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