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Provet bestar av 5 uppgifter pa max 10 poéng var.

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40p- For Losningar och Granskning: Se Hemsidan

1. Betrakta ekvationen u(t) — u(t) =0, t > 0; u(0) = 1.
Bestdm dess globala Galerkin approximation;
q

Ut)=> &t/

§=0
da
(a) ¢=1, (b) g¢=2.
2. Visa foljande linjéra interpolationsfeluppskattning for en funktion f € C2(0,1),

1

llmf = flloe o) < 3 o%l?%(l Lf"(€)].

3. Betrakta randvérdesproblemet:
(1) —u'(x)=2, 0<z<]1, uw'(0) =u/(1) = 1.
Lat ©p = 0, 1 = 1/2 och x2 = 1 vara en partition av intervallet [0,1] och V},, (h = 1/2)
motsvarande finitelementrum bestaende av styckvis kontinuerliga, linjira funktioner.
(a) Bestdm den exakta losningen w till ekvation (1).
(b) Beriikna, om mojligt, en approximation U € V}, av u.
4. Lat e > 0, ||[v]? := H’UH%Q(I) = fol |v(x)|?dz. Betrakta differentialekvationen

—eu(z) + 2/ (z) = f(z), xe€l:=(0,1); u(0) = u/(1) = 0.
Visa foljande Lo-stabilitetsolikhet: — &2|[u||? + ||u'[|> < || f]]?.
5. Hérled en a priori feluppskattning for Poissons’ ekvation

—u"(z) = f(z), 0<z<1, u(0) = u(1) =0,

genom att verifiera att finitelementlosningen; U € V)2 &r den bésta approximativa 1dsningen i
energinormen. Dvs visa att

1 1/2
u—U)| <||(u—=2)|| YveV, med ||w|| = w?dz)
h
0

dar
V¥ := {styckvis linjira kontinuerliga v med v(0) = v(1) = 0}.
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1. Vi siitter in U i ekvationen (obs U(t) = gzljfjtj*1 ), multiplicerar resultatet med #*, i =

1,...,q och integrara 6ver (0,1):

2 (e ar = |t
@) j§_1£]/0 (i =)= [ i

diir bidragen fran j = 0 som svarar mot & = «(0) = 1 finns pa HL. Efter integration far vi

] 1
3 ( ) j=1,....q. < Af=b, di
o 32:; J+i ]+z+1 S=ir W I . “
a; = - — —1 i,ji=1,...,q.
{ 1) {-H, ]+1+17 .a ) 9
b _Z+1’ Z:17' ’q
1

;P S &1 i &1 =
-2 =[5l = 121
12 10 €2 3 &2 1
Varfor
8 10
U(t)—1+ﬁt+ﬁt2

2. Enligt Lagrange interpolationssats har vi att

1
||f_7T1fHLm(O,1)§§($ 0) - (1—£C)Tlél[%)§]| .

Vidare giller att g(x) = (1 — z) har maximum da ¢'(z) =0,dvsdal-(1—z)+x-(-1) =0,
eller for 2 = 1/2. Alltsa &r max,ep,1)[z(1 — z)] = max:ce[o 1y9(x) =1/2(1 —1/2) = 1/4. Darmed

||f_771f”Lm(0,1) ||f|‘L (0,1)

3. (a) Med upprep. integration har vi att:
—u'(z) =2=1u"(z) = -2 = u/(z) = 22+ A = u(x) = —2° + Az + B,
dér konstanterna A och B bestdms ur rand data:

@ W(O0) =—0+A=1=A=1
W(l) =-24A=1=>A=3.

Dvs, det ursprungliga problemet saknar 16sning.

(b)-(c) Vi anvinder variationsformulering:

1 1
(5) / —u"vdx = / 2-vdx.
0 0



Partiell integration ger

1 1
VL=[PI]=|—-dv| — | —vvdr
0 Jo

1
(6) —/(1)v(1) + ' (0)v(0) + / u'v' dx
0
= —v(1) +v(0) +/ u'v' de = 2/ vdx = HL.
0 0

Variationsformuleringen blir da: sék v € V := {v : ||[v|| + ||¢|] < oo} s& att

1 1
(7) / w'v' dx = 2/ vdz —v(0) + v(1), for alla v € V
0 0

Har introduceras rummet
V3, = {alla kontinuerliga styckvis linjira funktioner pa T}, }

med bas funktionerna:

(2) = —2x+1, 0<xz<1/2, (2) = 2z, 0<z<1/2,
Polr) =1 o, 1/2 <z <1, PIEI=Y 2242, 1/2<z<1,

och
() = 0, 0<z<1/2,
PRI = N 221, 1/2<z<1.

Finitelementmetoden (FEM): sck U € V}, sa att
1 1
(8) / U'v' de = 2/ vdz —v(0) + v(1), for alla v € V.
0 0

Ansitt U = &opo + E11 + Eaa da dr U = ool + &1¢] + &a¢h och inséttning 1 (FEM) (8) med
v=1; 1 =0,1,2 ger

1 1
A(@%+fwe+@%wmm=2£gmw—wam+waw

1 1
(9) A(@%wfwﬁ+@wamdw:2£<mdx—wmm+wﬂn

1 1
/ (Cop + &1 + Eah) oy dx = 2/ @2 dx — 2(0) 4 ¢2(1)
0 0

Styvhetsmatrisen blir (vérfor? rakna sjilv!)

1 1 -1 0 2 =2 0
A= 7 -1 2 -1 | = -2 4 =2
0 —1 1 0 -2 2

Det leder till ett linjért ekvationssystem A¢ = b for den okdnda vektorn & = (&, xi1, £2) med
hogerled:

2 [\ 0o da — 0o(0) + po(1) = 1/2 — 1 40 ~1/2
b=| 2 ¢rdr—i(0)+¢1(1)=1-0+0 = 1
2 [ padr — pa(0) +a(1) =1/2 -0+ 1 3/2

Observera att A dr inte inverterbar. Eftersom det inte finns nagra exakta 16sningar kan man inte
heller forvénta sig att den approximativa metoden kan ge nagra 16sningar. Alltsa problemet &r illa
stalld fran borjan.
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4. Multiplicera ekvationen med —eu” och integrera 6ver I = (0, 1):

1 1 1
(10) /()(—su”)(—su”)dx—f—/o (—su”)xu’dx:/o (—eu) f da.

M.h.a. partial integration far vi att
1 1 1 1
/ (—eu" )z dz = 5(/ (zu'u dz — [mu’(x)u’(@]é) = 5(/ (u')? dx —|—/ au'"u’ d:v)7
0 0 0 0

! 1
75/ au'v dr = §5||u'||2.
0

Inséttning i (10) och Cauchy-Schwarz olikhet ger

dvs

1 1 1
w12+ Selle |2 < SIIAR + Sllew’F = ] + el | < I

5. Se kursboken. Eller mina foreldsningsanteckningar.
MA



