Matematik Chalmers
Tentamen i TMA225 Tillampad matematik Kf1, 2013-01-19; KL 8:30-12:30

Telefon: Magnus Onnheim : 0703-088304.

Hjalpmedel: Endast Typgodkand Kalkylator.

Provet bestar av 5 uppgifter pa max 10 poéng var.

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40p- For Losningar och Granskning: Se Hemsidan

1. Bestam interpolationsfelet

e= / (ruf(@) — 1)) de,

da f(r) = 22,0 < 2 < 1 och 7 f(x) dr den styckvis linjéra interpolanten av f(z) i partitionen
29 =0, x1 =1/2, och 25 = 1, av intervallet [0, 1].

2. Bestdm styvhetmatris, massmatris och lastvektorn fér den styckvis linjira finitelemenapproxi-
mationen av randvardesproblemet,

—u +u=4, 0<z<l, uw(0) =0, ' (1)=3,
i partitionen 75, : ¢9 =0, 1 = 1/2, 22 =1, (h = 1/2), av intervallet [0, 1].
3. Visa en a priori feluppskattning for den styckvis linjéra Galerkin approximationen till problemet

u'(z) +u(e) = f(z), x€(0.1),  u(0)=u(l)=0.

i energinormen [[v||g med |[v||% = [|v][7, o+ ||v'||

4. Visa foljande variant av Poincare’s olikhet:

1
[0]> < v(0)* +v(1)? + [|[%, lwl® = / w?(x) da
0
da v ér en kontinuerlig deriverbar funktion pa (0, 1), t.ex. genom att patialintegrera fol/ > o(x)? da
och f1/2 2 dz samt notera att (r — 1/2) har derivatan 1.
5. Lat Vp := {v: [;v?(z)de < oo, v(0) =wv(1) = 0}. Betrakta randvéirdesproblemet

—u"(z) = f(z), xel:=(0,1), u(0) = u(l) =0,

med motsvarande variationsformulering: Finn u € V;, sa att

(VF) / z)dv = /f x)dz, Vv eV

Visa att 16sningen u € V; till (VP) minimerar (energin) funktionalen

F(w) = / dvf/f z)de,  Yve V.
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TMA225 Tillaimpad matematik Kfl, 2013-01-19; KL 8:30-12:30. Losningar.

1. Vi har 71 £(0) = f(0) =0, m1 f(1/2) = f(1/2) = (1/2)?> = 1/4 och w1 f(1) = f(1) = (1)? = 1.
Vi har ochsé att my f &r linjér pa bada intervallen (0,1/2) och (1/2,1). Véarfor har vi att

iz, 0<z<1/2
mif(z) = { %(3x_ 1), 1/2<z<1.

Vi rdaknar fram felet

e/1 (mf(x)—f(m)) dz/1/2 ;xder/; ;(Zﬁl)dx/lx?dx
0 0 1/2 0

_1 211/2 1 o1 1 4 1 5 1 1
= 1[33 Jo +E[(3=’E— 1) i)2 — 5[37 ]

2. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : [[v|| + |[v'|| < oo, v(0) = 0} och
integrera 6ver I = [0, 1],

1 1 1
/ u'v' de — [u (x)v ()] —|—/ wdx = 4/ vdz, Vv € Hy.
0 0 0

Gemon att séitta in randdata far vi variationsformuleringen: Finn u € H} sa att

1 1 1 1
(VF) / u'v' dx —|—/ wvdr = 4/ vdr +u'(1)v(1) = 4/ vdr + 3v(1), Y € Hy.
0 0 0 0

Motsvarande finitelementmetoden &r:

1_ _
016716 3 u

Finn U € V! = {w : w #r kontinuerlig styckvis linjér pa 7, w(0) = 0} sa att
1 1 1
(FEM) / U’v’dz+/ Uvdx:4/ vdr + 3v(l), Yo e V2.
0 0 0

Vi har att U(x) = &1¢1(z) + E2p2(x) med bass funktioner

{2 0<2<1/2 w={ " 0<z<1/2
P =Y 2-22 1/2<a<1 PP T 1 22-1 1/2<2<1

pa paritionen 75, och & = U(x1) och & = U(ws). Vi sétter in U(x) = &1p1(x) + Eap2(x) 1 FEM,

1+ o1 (x) pa(T)

29 =10 x1=1/2 xo =1

och “testar” mot bas funktioner i V}': v = ¢;(z), i = 1,2. Vi far en 2 x 2 linjér ekvationssystem
for & och & pa formen A& =b, med A =S5+ M, dir S och M &r styvhets- och mass-matriser

och b &r lastvektor, dvs
1,2 1 1 1
( N R A2 2 ) n ( foerer [y o1 )]

A:
Jo bt Jooh” Jow2or [ v20n

1



fl) Jo 1 (@1(”) (1/2> <0>
= , och b=4{ "9 +3 =4 +
¢ ( é [ e2(1) 1/4 3
Vi raknar fram numeriska formen av den slutgiltiga linjara ekvationssystemet for ¢1 och s och
far
1 2 -1 &1
A= |-
A )ea()](8)=(3)
vilket slutligen ger, med h = 1/2 att i ekvationen A{ = b, dvs (S + M)& = b vi har att
4 =2 1 4 1 2

s=(22) ew(ie) v (3)

3. Varitionsformuleringen blir (efter partiell integration)

1 1 1
(VF) / u'v’dm—l—/ uvdx:/ fvdz, Vv € Hy.

0 0 0

Lat nu
VY =: {v: v linjir, styckvis kontinuerlig och v(0) = v(1) = 0} C H;.
Finit element formulering: Finn U € V! s att
1 1 1
(FEM) / U'v’d:l:—l-/ Uvd:c:/ fudz, Yo e V.
0 0 0

Nu (VF)-(FEM) ger Galerkin ortogonalitet:

1 1
(G 1) / (U—U)'U’dx—i-/ (u—U)vdr =0, Vv € V.
0 0

Relevant norm for uppskattning av felet e = w — U, blir da energinormen:
1 1 1/2
lells = (/ (¢')2 do +/ dr)
0 0
D4 har vi med v € V! att

lell% =l (w = U)II* + lu = U*

1 1
:/0 (u—U)'(u—v+v—U)'dx+/ (u—U)u—v+v-U)dz

0

:/0 (u—U)(u—0) dx—i—/o (u—U)(u—v)dz
1 1
+/O (u—TU)(v—-0) der/O (u—U)(v —U)dz{denna rad =0 pga G L}

1 1
:/ (u—U)'(u—v)'dx+/ (= U)(u — v) da

0 0
<{Cauchy-Schwartz} < |[(u — U)'|[[|(u = v)'|| + lu = U||[|u — v]|

1 1 1 1
< — UV + S — V112 4 Sl — U2 + Sl — wli2.
<=y 1+ 2= oy 1P 4+ S = U2+ Sl

Alltsa
lellZ = 11w = U)'|I?+ lu = UJ* < [[(w—v)'|I> + lu—v]?, VoveV.

Vilj nu v = mpu. mpu dr den linjéra interpolanten av u. Genom att anvédnda feluppskattningar for
interpolanten far vi

lellZ < ll(u = mpu)'|* + [lu — mul®

2
< G2l |2 + CEllhad |2 < (Cillhd” || + Cill'| )
2



Alltsa vi har foljande a priori feluppskattning;:
lelle < C: (Ihu"ll + k') = O(h).

4. Genom att partial integrera 6ver intervallen 80, 1/2) och (1/2,1), och anvéinda Cauchy-Schwarz,

far vi att
1

1 1/2
Hv||2:/O v(x)? dx:/o 1-v(z)? dm+/1/21-v(x)2dx
= [(z = 1/2)v(2)%5/* + [(= — 1/2)v(2)2]} 5 / ([ = 1/2)20(x)v'z) do

1 1
< 51}(0)2 + 57}(1)2 + [|v][]]v]| £ {Cauchy-Schwarz} <

1 1
< 5 (002 + 02+ I12) + 5 Il 2
5. Se kursboken. Eller mina foreldsningsanteckningar.
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