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1. (a) Visa att utsagorna p A (¢V r) och (pAq)V (p Ar) dr logiskt ekvivalenta genom att
gora en sanningstabell. (5p)

(b) Forenkla uttrycket
~((pA@) vV (mp A=)

sa langt som mojligt. (5p)

Ledning:
“(pAq) <= —pV—q
~(pVaq) <= —pA—q
pA(gVr) <= (pAgQV(pPAT)
pV(gAT) = (pVa) A(pVrT)
Lésning:

(a) Vi gor en sanningstabell for uttrycket:

pla|r |qVr|pA(gVvr) | pAg|pAr| (pPAgVI(pAT)
S|{S|S S S S S S
S|S|F S S S F S
S|F|F S S F S S
S|F|S F F F F F
F|S|S S F F F F
F|S|F S F F F F
F|F|S S F F F F
F|F|F| F F F F F

Vi ser att kolumnerna fér de bada uttrycken &r lika och darfor dr uttrycken logiskt

ekvivalenta.

(b)

~((mpA @)V (=p A )
<

“(=pAgq) A=(=pA-r)
<

pV(=gAT)



2. Lat A ={5,a,32, flodhist,r}, B={f,l,0,d}, C ={h,d,s,t} och
D="Mingden av alla bokstiver i svenska alfabetet”.

(a) Bestdm ANZ. (2p)

(b) Bestdm B U C. (2p)

(c) Bestam ANC. (2p)

(d) Bestam (BUC UA)N D. (2p)
Lisning:
(a) ANZ = {5,32}
(b) BUC ={f,l,0,d,h,d,s,t}
(c) AnC =10
(d) (BUCUA)YND={f,l,0,d,h,i,s,ta,r}

3. Lat A vara méngden av alla andragradspolynom med reella koefficienter och B méngden
av alla forstagradspolynom med reella koefficienter, dvs

A = {f: f:R—R, f(z) = a+ bz +cz?, a,b,c € R},
B = {f: f:R—R, f(x) =a+ bz, a,be R}

Derivering dr en funktion, D : A — B definierad av
D(a + bx + cx?) = b+ 2cx.

(a) Ar D: A — B injektiv?(4p)
(b) Ar D : A — B surjektiv?(4p)
(¢) Har D : A — B invers? Bestam i sa fall inversen. (2p)
Alla svar maste motiveras noggrant.
Lésning:
(a) Deriveringen &r inte injektiv da t ex D(1 + x) = D(z) = 1.
(b) Deriveringen &r surjektiv, ty tag godtyckligt polynom f(x) = a+bx € B. Da géller

att derivatan av (den primitiva funktionen) ax + ng uppfyller precis

b b
D(azx + 5&02) =a+ 2§x = f(x).

(c) Eftersom funktionen inte dr injektiv sa dr den inte inverterbar och saknar alltsa
invers.

4. Lat A vara mingden av alla forstagradspolynom med reella koefficienter, dvs
A={f: f:R—R, f(x) =a+ bz, a,b € R}.
Vi definierar en operator, x, pa A genom

(@ + bx) % (c + dx) = (ad) + (bcx).



(a) Ar operatorn kommutativ?(3p)
(b) Ar operatorn associativ?(3p)

(c¢) Finns det nagon identitet? Bestdm i sa fall denna.(4p)
Alla svar maste motiveras noggrant.
Lésning:
(a) Nej den dr inte kommutativ, ty t ex 1xz =1 men x x 1 = z.
(b) Nej den &r inte associativ, ty t ex
(Ixx)*xzx=1xx=1

men
Ix(xxx)=1%0=0.

(c¢) En identitet e + fz ska uppfylla
(e + fx)* (a+bx) = a+bx och (a+bx)*(e+ fr) =a+bx

for alla polynom a + bz. Den andra likheten ger att af = a och be = b for alla a
och b. Dessa har den enda losningen e = f = 1. Sétter man in detta i den forsta
likeheten sa far man a + bz = (1 4+ z) x (a + bx) = b + azx och detta stimmer inte
for alla a + br (utan bara da a = b). Alltsa finns det inte nagon identitet.

5. Vi definierar tva reella funktioner f : R — R och ¢ : R — R genom

f(z) = 2% och g(z) = |z — 1].
Bestédm alla = sadana att f o g(x) = g o f(x). Motivera svaret noggrant.(3p)
Lésning: Vi har att fog(z) =]z —1|> = (x —1)? och go f(z) = |2® — 1|.
For z > 1 och 2 < —1s4 ér go f(z) = 22 — 1 och

foglz)=gof(z)e=a’-22+1=2"-1<=22=2+=0=1
For —1 <x < 1saér go f(xr) =1— 22 och
foglx)=goflx)e=a?—22+1=1-2? =22 =2r¢=2=1Vz =0,
Alltsé har ekvationen l6sningarna = 0 och x = 1.

6. Lat FE vara “Mdngden av alla primtal’.
Avgor vilka av foljande alternativ som dr sanna respektive falska. FEndast riatt svar ger

poing.(4p)
(a) £ CN.
(b) EeN.
(c) E € P(N).
(d) EC P(N).
(e) N\ E € P(N).



Ledning: Ett primtal &dr ett positivt heltal som endast ar jamnt delbart med 1 och sig
sjalvt.

Lésning: Alternativ a, ¢ och e ar ritt.
(a) Skriv om summan §+ 1+ & + & + 55 + & med hjilp av summasymbolen Y. (2p)

(b) Skriv om
21

1
Zn+1

n=1

s att summan gar fran 0. (3p)
Lisning:
1,1 .1, 1 1,1 6 1
(@) 3+ z+g+ 15+t m 6= k=t or
(b) Lat k =n —1. Vi far da

21 1 20 1
Z n+1 - Zm
n=1 k=0



