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Losningar:

1. Normalen till planet genom (1,1, 1) har ekvationen

r=1+1t
y=1+2t
z =1+ 3t.

Satter vi in denna i planets ekvation och 16ser ut ¢ sa far vi den punkt som
ar den ortogonala projektionen av (1,1, 1) pa planet. Vi far

0=1+¢t+2(1+2t)+3(1+3t) +4 =10+ 14¢,
sa t = —10/14 = —5/7. Den sokta punkten dr alltsa
x=1-5/7T=2/7

y=1-2-5/T=-3/7
z=1-3-5/7—8/1.

2. Vi berdknar determinanten av matrisen med de tre vektorerna som kolum-
nerer. Absolutbeloppet av denna ger volymen av parallelltrapetsen som de
spanner upp. Vi far med hjilp av elementéra radoperationer att

2 3 6 2 3 6 2 3 6
3 -6 2| = |0 —21/2 —7|=|0 —21/2 -7
6 2 -3 0 -7 =21 [0 0 —49/3

= 2-(=21/2)-(—49/3) = 7-49 = 343,

Alternativt kunde man observerat att de dr ortogonala och i sjilva verket
7 ganger ON-basen i uppgift 7, sa vi har en kub med sidan 7. Detta ger ju
ocksd att volymen ir 73 = 343.

3. Vi anvander Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 2 3 0 1 2 3 0
0 a—0b -1 2 — 10 a—0b -1 2
2 4 b+1 a—2 0 0 b—5 a—2

Fran detta ser vi att vi har determinanten lika med noll om och endast om
a="beller b=5>5.

Om b = 5 sa blir sista ekvationen 0 = a — 2 sa da maste a = 2 for att vi ska
kunna ha nagon 16sning. Detta fallet ger en l6sning eftersom det inte blir
nagra problem med de tva forsta ekvationerna.



6.

Om a = b, sa far vi

12 3 0 1 2 3 0
00 -1 2 — |0 0 -1 2
00 b—-5 b—-2 00 0 3b—12.

Denna har (oéndligt ménga) l6sningar om och endast om 3b — 12 =0, dvs
b=4.

Svaret ar alltsa: (2,5) och (4,4).

. Vi sdtter upp totalmatrisen for ekvationerna for de tva planen och gor

Gauss-elimination:

111 0y __ (1110
123 —4 01 2 —4

Vi sétter z =t och far genom att 16sa ut y och sedan z parametriseringen

r=4-+t
y=-—-4-2t
z=1t.

. Vi utnyttjar definitionen av skaldrprodukt som siger att vinkeln o mellan

tva vektorer x och y satisfierar

X-y
cosa = .
x|y |
Vinklarna mellan paren av de tre vektorerna uppfyller darmed
Vi Vo —6 2
cos = = = ——
T illve ] Vi3 Vi
cos Vi-vy 5)
BT ilTva | VIV
Vg V3 —12 4
COS Y3

vallvs|  3v17 V1T

Eftersom vinkeln blir storre d& cosinus fér den minskar (i intervallet [0, 7]
som &r det som &r intressant) och

() =75 (vm)

sa foljer det att s ar stérst. Svaret ar alltsa vinkeln mellan v, och vs.

(a) Vektorn u = (1) &r en riktningsvektor for linjen som vi kallar L. En
godtycklig vektor v = () projiceras pa

v _u-v‘u_a:—i—?)y NN _ 1 /z+3y\_ 1 /1 3\ [z
P Tapr 7 10 \3) T 10\8z+9y)  10\3 9) \y/)"

Matrisen for avbildningen ar alltsa

1 (13
A_1_0<3 9)'




(b) Linjen y = 3x + 1 gér inte igenom origo och didrmed &r projektionen
pa linjen inte en linjér avbildning. Daremot dr den en affin avbildning
som man lampligen delar upp i tre delavbildningar. Forst flyttas origo
upp ett steg i y-led (for alla punkter betyder detta att y-koordinaten
minskas med ett). Projektionen pé linjen y = 3x+ 1 svarar nu mot den
linjara avbildningen fran forsta deluppgiften och har alltsa matrisen
A. Till slut flyttas origo tillbaka till dess ursprungliga plats. Satt

g&%=X+<$

och 14t den linjara avbildningen fran forsta deluppgiften vara h(x) =
Ax. Det som vi just beskrev blir da

R )
Al () @) = () ()= ()

Svaret dr alltsa samma A som i forsta deluppgiften och b = % ( _13).

7. (a) Lat M = (v vy v3). Vi ska visa att vektorerna &r parvis ortogonala
och har langd 1 vilket ar ekvivalent med att M'M = I. Eftersom
22 +32+6%=4+9+ 36 =49 = 7% s har alla vektorerna lingd 1.
Dessutom dr 2-3+3-(—6)+6-2 =6 — 18 + 12 = 0 s& v; och vy
ar ortogonala. P4 samma sétt far man att skaldrprodukten mellan v
och de andra vektorerna &r 0 och ddrmed att de dr parvis ortogonala.

(b) Fran satserna om diagonalisering s& vet vi att en matris A som upp-
fyller kraven ges av
A=MDM™,

dar D &r en diagonalmatris med egenvirdena pa diagonalen. Observera
att M &r en ON-matris s M~ = M". Den ir dessutom symmetrisk
s3 i sjilva verket dr M ! = M. Vi far alltsa

1 2 3 6 1 00 2 3 6 1 130 6 =30
A:4—9 3 -6 2 020 3 -6 2 =19 6 93 —24
6 2 -3 00 3 6 2 -3 =30 —24 71
8. Antag att A dr symmetrisk, dvsatt A = A’. Lat ay, ..., a, vara kolumnerna
i A. Da géller att
al alx a; - x
al abx ay - X
0=Ax = A'x = .2 X = 2 = 2

al al x a, X

Med andra ord sa ér a; - x = 0 for alla ¢ sa x dr ortogonal mot alla kolumn-
vektorerna, vilket var precis vad vi skulle visa.



