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Losningar:

1. Spegling i linjen y = x avbildar e, pa e, och vice versa, s den har matrisen

A:G é)

Projektion pa x-axeln lamnar e, totalt oberdrd och krossar e, totalt sa den

har matrisen
10
B (O 0) |
Den sokta mtarisen ar alltsa

01
cma(0))

2. Om @ &r en godtycklig punkt i planet sa giller att avsté’tn_()iet fran _P) till
planet ges av lingden av den ortogonala projektionen, QP,, av QP pa
normalen till planet.

—
Vi viljer Q = (—4,0,0). Da ar QP = (51 1)" och n = (1/y/14)(1 2 3) &r
en normerad normalvektor. Det sokta avstandet blir d&

‘67% :‘(H’Q—JS)H‘:‘n-Q—JS‘:\/%(5+2+3):%:5—\/\/3

3. Vi bestdmmer de tva vektorerna

— — 4
u=bPLP=1|1] ochv=PBFFP = 1|4
0 3

som spanner upp planet. En normal till planet ges da av

e, e, e, 3 1
uxv=|1 1 0|=|-3]|=3(-1],
4 4 3 0 0

vilket ger att planet har en ekvation pa formen x — y + d = 0. For att
bestdmma d sétter vi in t ex punkten P; och far —1 + d = 0 och slutligen
alltsa att ekvationen ar

r—y+1=0.



4. (a) Vi far totalmatrisen

1 2 3 1
0 1—a a 2
0 0 a® a+1

Denna ér redan pa 6vertriangulér form och vi ser att vi far unik losning
forutom de fall dd4 1 —a = 0 och a®* = 0, dvs d& a & {0,1}. For
a = 1 blir de tva sista ekvationerna identiska och vi far alltsa odndligt
manga losningar. I fallet a = 0 blir ddremot sista ekvationen 0 = 1 sa
da saknas det 16sningar. Svaret dr alltsa: om och endast om a = 0.

(b) Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 2 3 1 1 2 3 1
-1 —(14a) a-3 1 — [0 1—a a 2
1 2—a+4+a®> 3 2—a 0 —a+a®> 0 1—a
1 2 3 1
— 0 1—a a 2
0 0 a® a+1

Detta dr samma matris som i férsta deluppgiften sa svaret blir det
samma.

5. Vi berdknar en diagonalisering av A for att latt kunna berdkna den hoga
potensen.

Vi berdknar egenvirdena till A genom att l6sa

1/2 — A —3/2' 1

Ca2 1y =3 (@207 -9),

O:det(A—)\[):' 1

som har 16sningen 2\ =1+ 3, dvs A = —1 respektive A = 2.

Motsvarande egenvektorer far vi genom att losa ekvationssystemen
1/2 —(-1) —3/2 ([ 3/2 =3)2
—3/2 1/2—(-1)) \-3/2 3/2

1/2-2 —3/2\  [-3/2 —3/2
—3/2 1/2—2) ~\3/2 —3/2
Dessa har l6sningarna vi = ¢( }) respektive vo = ¢( !, ). Normerar vi s far

vi ON-matrisen
1 /1 1

Diagonaliseringen av A blir dd A = PDP~! dir D ar diagonal med —1 och
2 pa diagonalen och P~ = P! Till slut blir d&

1/1 1 (—1)1000 0 1 1
1000 __ 1000 pt _ —
AT = PP P_2<1 —1)( 0 2100 ) \1 -1
1 (1+21000 1_21000)

respektive

5 1— 21000 1+21000



(a) Basvektorerna f; och f; dr oférindrade och f; avbildas pa nollvektorn
sa matrisen i basen F' ges av

Ap =

OO =

0
1
0

o O O

(b) Matrisen for L i standardbasen ges enligt kéind sats av (observera att
F dr en ON-matris sa F'~! = FY)

L2 3 6\ [100\[2 3 6
A = FARF'=—13 -6 2 0103 -6 2
YWl 2 3/ \ooo/\6 2 -3

(13 12 18

~ |12 45 6

YN8 6 40

Alternativet: Vi bestdmmer forst den allménna 16sningen till motsvaran-
de homogena ekvation a, = —a,_1 + 6a,_o. Ansitter a,, = r" vilket ger
den karakteristiska ekvationen r? 4+ r — 6 = 0 som har l6sningarna —3 och
2. Den allménna losningen till den homogena ekvationen ar alltsa

hy = c(—3)" +d - 2",

dér c och d ar godtyckliga konstanter.

Vi séker en partikulédrlosning p,, genom att ansétta p, = a + bn. Insittning
i rekursionen med a,, = p,, ger

0 = —(a+bn)—(a+bn—1))+6(a+b(n—2))+11—4n
= 4a— 110+ 11 + n(4b — 4).
Fran detta far vi 40 —4 = 0 och 4a — 110 + 11 = 0 vilket ger b = 1 och
a =0 s& p, = n ar en partikularlosning.
Den allménna losningen till rekursionen ar alltsa
ap, =hp+p,=c(=1)"+d-2" +n.

De tva basfallen ger villkor pa ¢ och d och vi far

2=ay=c+d+0=c+d — c=2—d

O=a; =—-3c+2d+1 0=-32-d)+2d+1=5d-5

— c=1
d=1

Losningen &r alltsa
ap, = (—3)" +2" +n.



7. Lat C,, vara antalet bilar pa Centralen i borjan av vecka n, L, antalet
pa Landvetter och U, antalet som ar uthyrda. Satt x, = (C, L, U,)".
Informationen i uppgiften ger da att

1
Xn—i-l:PXn:l_O

O — =3
W o =
CU RO W
%
3

En stationdr fordelning v maste vara en egenvektor till P med egenvirdet
1 sa det &r alltsa en 16sning till Pv = v, dvs

(3 1 3
0:(P—I)v:1—0 1 -4 2 |v.
2 3 =5

Vi 16ser detta homogena ekvationssystem med Gausselimination och far

-3 1 3 1 -4 2 1 -4 2
1 -4 2 — -3 1 3] —10 =11 9
2 3 -5 2 3 -5 0 11 -9
1 -4 2 1 0 —14/11
— 0 -11 9| — |0 1 -=9/11
0 0 O 00 0
Detta ger 16sningarna
14/11
v=t| 9/11
1

som efter normering med ¢ = 1/(14/1149/1141) = 11/34 ger fordelningen
7/17
v=|9/34 |,
11/34

sa exempelvis dr 7/17 av samtliga bilar pa kontoret pa Centralen.

8. (a) Vi beriknar skaldrprodukten

2—-1
Va2 - Uy !
Uy -2 = Uy | Vy— —uW;, ] —U; Vg — ——=UuU; - U1

= u-vy—vy-u =0,

sa alltsa dr de ortogonala.

(b) Vi gor ett induktionsbevis 6ver m = i+ j. Vi har ett basfall redan fran
forsta deluppgiften, ndmligen 7 4+ 7 = 3 vilket &r det minsta fallet da
i # j. Antag att pastaendet ar sant for alla par (4, 7) ddri+7 < m. Vi



ska visa att da géller det dven for ¢ + 7 = m. Vi kan av symmetriskil
anta att ¢ < j. Vi berdknar skaldrprodukten och far

R ( Z\ukP)
I Z|u|2

= u;-v;—vVv;-u =0,

dir den nést sista likheten foljer av induktionsantagandet eftersom
i+k<i+jsdu -u, =0omk # Alltsa dr u; och u; ortogonala.
Dérmed f6ljer det att det géller for samtliga par (i, 7).



