LOSNINGAR

FINANSIELLA DERIVAT OCH STOKASTISK ANALYS
(CTH[TM A285],GU [M AM695])

13 sep 2003 Hjalpmedel: Beta

1. (3p) Bersikna P [W(1) = W(3) + W(1) - 3W(2) > %]

Losning: Satt

X = W(i) - W(%) L W) = 3W(2)
= ~3(W(2) = W(1)) ~2W (1) = W(3) + W(3)
= —3(W(2) - W(1)) — 207 (1) = W(3)) 3 (5) + W(3)
= —3(W(2) ~ W(1) 27 (1) - W(3)) = 307 (5) = W(5)) ~ 2 ()

Alltsa géller att

1 1 1 57

och
P lX > —] =1-8(1) = &(-1).

2. (3p) (Black-Scholes modell) Antag 0 < L < K. Ett derivat av europeisk
typ utbetalar slutdagen 7" beloppet Y = min(L,| S(T) — K |). Beskriv
hur derivatet kan hedgas i tidsintervallet [0, 7. (Ledning: Zc(t,s,K) =

S 0'2
O(d(t, s, K)), dir d(t, s, K) = “ELET och 7 =T — 1)

Losning: Det galler att
min(L, [ S(T) - K [)



2

=p(T,S(T),K)—p(T,S(T),K — L)+ ¢(T,S(T),K) —e(T,S(T), K + L)

varfor
Iy (t) = v(t, S(t))

= p(t,S(t), K) — p(t, S(t), K — L) + c(t, S(t), K) — ¢(t, S(t), K + L).

Men
p(tu S(t), K) = C(t, S(t), K) — S(t) + Ke™ '

dirT =T —t sa

v(t,S(t)) = 2¢(t,S(t), K) —c(t,S(t), K — L) —c(t,S(t), K+ L)+ Le .
Vi far nu
%U(t, s) =2®(d(t,s, K)) — ®(d(t,s, K — L)) — ®(d(t,s, K + L)).

Om vi definierar hg(t) = v.(t, S(t)) och hp(t) = (v(t, S(t)) — hs(t)S(t))/B(t)
for alla ¢t € [0, T sa &r

v(t,5() = hs(t)S(t) + hs(t)B(t)

och
dv(t,S(t)) = hs(t)dS(t) + hp(t)dB(t).

3. (3p) Los den stokastiska differentialekvationen
dX () = (1+ X (£))dt + X (£)dW (L), t > 0
med begynnelsevillkoret X (0) = 0. (Ledning: Studera d(X(£)Y(¢)), dér
dY (t) = =Y (t)dW (t).)
Losning: Om dY () = —Y (¢)dW (t) sa
A(X ()Y () = X (H)dY (¢) + Y (£)dX (¢) + dX (£)dY (t)

— XY ()dW (&) + Y ()1 + X (8))dt + Y ()X ()dW () — X ()Y (£)dt
=Y (t)dt



och vi far

och

4. (3p) Antag T > 0, N € N, och T} = %T, k =0,1,...,N. Ett derivat
av europeisk typ utbetalar slutdagen 7" beloppet S(T') om S(7y) < S(T7) <
.. < S(Ty) och i annat fall sker ingen utbetalning. Bestdm derivatets pris
vid tiden 0.

Losning: Satt g(so, $1,.-,88) = sy om s < 81 < 89 < ... < sy och sitt
9(So0, S1y .-y 8n) = 0 i annat fall. Derivatets pris vid tiden 0 &r lika med
v(S(0)) dar

v(s) = e ™ E?[g(S(Ty), S(Th), ..., S(T))]

=eTE? [5 (Tn)Ls(r)>s(1, 1), k:l,...,N]]

= 5(0)e "TE? [ﬁ { f(Tk))l (Tk)zsm_l)]H
- e T H E® [SS(Y( )) [S(T3)> S (Th— 1)]]

k=1

T S(Ty N
= S(0)e ™(EY lsgogl[s(Tl)ZS(To)]]) :




Alltsa ar

5. (3p) Antag X € N(0,1) och a € R. Bestidm ett sannolikhetsmatt @), ekvi-
valent med P, sadant att a + X har en Gaussisk fordelning med vintevérde
0 och varians 1 relativt Q).

6. (4p) Formulera och bevisa Jensens olikhet for betingade vintevérden.

7. (4p) (Hull-Whites modell) Den korta réantan r(t) 16ser ekvationen
dr(t) = (©(t) —ar(t))dt + cdW(t), 0 <t <T

dér (W (t))o<t<r dr en normaliserad reellvird Wienerprocess relativt martin-
galmattet (). Har &r a och b &r positiva konstanter och O(t) en deterministisk
funktion. Bestdm det teoretiska priset vid tiden 0 f6r en nollkupongsobliga-
tion som ger innehavaren beloppet 1 vid tiden 7'.



