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1. (3p) Bestam alla (om det finns nagra) reelld, c ochd sa att
W3(t) + (at + b)W2(t) + (ct + d)W(t)

blir en martingal.

SO0

LatS(t) = W3(t) + (at +b)W?2(t) + (ct + d)W(t). Valj F, = o(W(u),u < t). Detta ger direkt
att 7, ar en filtration och atf(t) &r Fy—matbar. Vidare har vi efterso#(t) &r ett polynom awV(t),
attS(t) € L'(P).

Kvar att visa ar att
S(t) = E(S(s)|Fr), s > t.

Vi far
E(S(s)|F) =... = W3(t) + (as + b)W?(s) + (3(s —t) + cs + d)W(s) + (as + b)(s — t).

For att detta ska vara lika medt) méstea = b = 0 ochc = —3, mend kan vara ett godtyckligt
reellt tal.

2. (3p) Los foljande stokastiska differentialekvation < t < T darX(0) =0

dX(t) = 1{((—1 dt + dW(t).

Lat V(t) beteckna variansen aX¥(t). BestamV(t) samt visa at2V(=5*) < V(s) + V(t) da
s,te€ (0,T).
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Med hjalp av den integrerande faktag(T—t) far vi

X(t) = % L(T —s)dW(s).

VariansenV(t) av X(t) blir da

_ 1 ¢ _ _ 1 ' 2 _ 1 3 (T_4\3
V(t)—(Tt)ZVarGO(T ) dW(s)> o L(T )7 AW(S) = (3 (TP = (T-10°),

Vi ska nu visa atrZV(%) < V(s)+ V(t). Viantar attd < s < t < T, eftersom vi ser direkt att om

s = t har vi likhet i relationen. [Detta antagande skulle naturligtvis ha gjorts explicit i fragan, vilket
fragestallaren beklagar.] Vi ser att olikheten ar uppfylld om vi kan vis¥ &t} ar konvex. Detta ser

vi direkt genom att derivera tva ganger:




3. (3p) Antag att vardet pa en aktien$t) = W(t) och for en obligatiorB(t) = B(0) = 1. Lat oss
anvanda finanseringsstrategip(t), (t)) = (2W(t), —t — W2(t)) fér en portfélj som vid tidert
innehallerd (t) aktier och(t) obligationer. Visa att strategin ar sjalvfinansierande.
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Lat V(t) vara portféljens varde vid tiden Vi noterar att badep(t) ochi(t) ar F—matbara. Vi har
att portféljen ar sjalvférsérjande om

dV(t) = ¢(t) dS(t) +P(t) dB(t).

Vi far att V(t) = W?2(t) — t vilket ger dV(t) = 2W(t) dW(t) + dt — dt = 2W/(t) dW(t).
Hogerledet blird (t) dS(t) + W (t) dB(t) = 2W(t) dW(t) + (—t — W2(t)) - 0 = 2W/(t) dW/(t).

4. (3p) Ett kontrakt ger koparaghkr vid tident, dar
T= irgf[t >0; W(t) > 1],

darw(t) ar en normaliserad Wienerprocess. Vi antar ocksa att vi har konstantrraviéal ar det
forvantade (med avseende pa det "fysikaliska" mattet) vardet av detta kontrakt?
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Fysikaliska—mattet. Det forvantade vardet av detta kontrakt ar

v(0) = E[Re™ "]
Genom att anvanda den forsta formeln given pa tesens baksidan nedan, far vi efter lite kalkyl
att
X
Plt>T]=20(—) —1.
( ﬁ)
Genom derivering far vi tathetsfunktionen
0 x —Ix
= — <T]l=-— oy 2=
i) = 7Pl < T = —20((=) 155
Detta ger till slut vantevardet:
- V(™ x 22 o7 ; _VEE
Ele™ "] = iz L 2¢ v’ /e " dt = ... = (andraformeln pates¢r= ... = e V-,

Dvsv(0) = Re V7T,
Martingal-mattet. Alternativt, och kanske mer realistiskt, kan vi berdkna vardet av kontraktet som
vantevardet under det ekvivalenta martingalma@etDvs

v(0) = Re TEIT,

Med hjélp av Cameron—Martin’s sats har vi d) = e >T+(A*T)/2 4P. Detta ger efter lite

arbete att 1A
T<T)= .
Qt<T) =9l NG )
Genom att anvanda formlerna som var givna och resonera analogt med det ovan far vi till slut
att:

e—A—IAl
v(0) = Re "

Speciellt nar vi gor det naturliga antagandefadir positiv, s& har vi

T, 2A

v(0) = Re™x°¢



5. (3p) Visa att kurvarit, W(t)), dar0 < t < 1, har oandlig langd.
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Se Exempel 3 pa sidan 16 i kompendiets kapitel 2.

6. (4p) (Vasteks modell) Antag att den korta rantait), uppfyller
dr(t)=(b—ar(t))dt+ocdW(t), 0 <t<T,

déra ochb é&r positiva konstantery en konstant volatilitet octiW/(t))¢>o en normaliserad reell-
vard Wienerprocess relativt martingalméat@t Bestam det teoretiska priset vid tiden= 0 for en
nollkupongsobligation som ger innehavaren belogpét! tidenT.

OO0

Se Sats 1 pa sidan tre i kapitel 6 i kompendiet.

7. (4p) (Feynman-Kacs formel) Antag attx, t) I6ser foljande paraboliska slutvardesproblem
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{au+GHHJ#“+a@x@2+b&xMHxW—QO§t<Ix€R

och antag atK(t) &r en I6sning den stokastiska differentialekvationen
dX(t) = a(t, X(t)) dt + o(t, X(t)) dW(t), 0 <t < T
Visa (med hjalp av Itbkalkyl) att under lampliga regularitetsvillkor (vilka?) galler féljande:

w(0,x) = E[f(X(T))elo bls:X(s)) ds|x(0) = x].

SO0
Se Exempel 2, sidan 16 i kapitel 7.

FORMLER

e Antag attX(t) = ot + oW(t), 0 < t < T dar (W(t))o<t< ar en reellvard normaliserad
Wienerprocessy € R ocho > 0. D4 ar

x— T eZLZX(D _x—i—ocT

oVT oVT

)

P[ max X(t) < x] = O
0<t<T

for varjex > 0.

e Oma,b>0ar

e 1 T
J o gi= [T 2ven,
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