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Losning av TMA305 Envariabelanalys I, del a, 03 10 21
Drivatan i x = 1 ar grasnvirdet av foljande differenskvot, nir x — 1:

f(z) = f(1) _ a(z —1)+Inz —blx —1)?
z—1 (z —1)3 ’

Q =
Detta ir ett grinsviirde av typ “0/0”. Derivering av ndmnare och téiljare ger

a+ (1/x) — 2b(x — 1).

@ = 3(z —1)2

Eftersom nidmnaren dr noll nidr z = 1, maste dven tiljaren vara det, om griansvirdet ska finnas.
Detta ger a = —1.

Derivering av ndmnare och téljare ger

—1/2% —2b

Q2= 6(x —1)

Eftersom ndmnaren &r noll ndr x = 1, maste dven tédljaren vara det, om grénsvérdet ska finnas.
Detta ger b = —1/2. Derivering av nimnare och tiljare ger Q3 = (2/23)/6 som har grinsvirdet
1/3, nédr © — 1. L’Hospitals regel ger att dven @ har detta griansvirde, dvs f/(1) = 1/3.

Svar: a = —1,b= —1/2 och f'(1) =1/3.

Om v(t) &r farten har man

v(t)? = (@' ()2 + (y ()% = ( : )2 + ( - )2 N (1+74t2

1+1¢2 1+1¢2 1+12)2

Man ska forsoka bestimma t sa att videt av detta dr storst respektive minst. Substitutionen s = t2
(s >0) ger f(s) = (1+4s)/(1+ s)?, med derivata f'(s) = (2 —4s)/(1+ s)? som har positivt tecken
mellan 0 och 1/2 och sedan negativt.

Detta ger att f har sitt storsta virde nir s = 1/2, dvs nir t = £1/4/2. Eftersom f(0) = 1 och
f(z) — 0, nér z — oo, ger det dessutom att f saknar minsta virde.

Storsta farten ar v(£1/v2) = \/f(1/2) = /3/(9/4) = 2/V/3.

Svar: Partikeln har ingen ligsta fart, men hogsta farten &r 2/+/3 vid tiderna t = +1//2.

(a) Partiell integration (med —(1/(2t%) + 1/2) som primitiv funktion till 1/¢%) ger

1 1 2 2142 2
—(— + )1 tQ} /——dt
[ <2t2+2) O P A T

Detta ger —51n(5)/8 +In2 + [Int]? = —51n(5)/8 + 21n 2.
Svar: —5In(5)/8 +21In2.

(b) Vi bestdammer en primitiv funktion genom att forst gora substitutionen ¢ = tanz. Man far

/m / 1 1 dx

1—1¢2 cosz 1 — tan? x cos? z
cos x cos x
= 5 5 ——~ dx = / — —5— dx.
cos? z(cos? z — sin” x) (1 —sin?x)(1 — 2sin” z)

Vi gbr nu substitutionen s = sinx och far

1 /2 1/2 1 1
/(1—32)(1—252)d8 B /<_1—s_1+s+1—\/§s+1+\/§s>ds

V2s S
- () () ro

n
2
Grinserna t = 0 och ¢ = 1 motsvarar x = 0 respektive x = 7/4, som i sin tur ger s = 0

respektive z = 1/4/2. Vi ser att F(s) saknar griansvirde nir s — 1/4/2 , s& integralen &r
divergent.
Svar: Divergent.
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(a) Svar: T.ex. [0, 00].
(b) Svar: T.ex. |0, 1] dir supremum é&r 1.

(c) Man har f'(z) = (1 — 2%)/(1 4+ 22)? si f har ett stérsta viirde i z = 1 och det &r f(1) = 1/2,
som ocksa &dr supremum till médngden av funktionsvérden.
Svar: 1/2.

Lineariseringen &r f/'(1)(z — 1) 4+ f(1) som hér blir (2+ 1)(x —1) + 2 = 3z — 1. Svar: 3z — 1.

Man har (1)) | )
x)cosx —Inzxsinz
flx) = 3 ;
cos? x

som ger f/(0)=1/1=1.

Svar: 1.

Partiell integration ger

/(a:2 +1)coszdr = (z*+1)sinz — Q/xsinzdx =

= (2?4 1)sinz — 2(fxcosx+/coszdx) = (2% — 1)sinz 4 2z cos z.

Svar: (2% — 1)sinz + 2z cos .

Man har e (1 o) (z_ 1) 2
f@=——aimr  ~ areor

som &r negativ mellan 0 och 1 4 v/2 och sedan positiv. Dett ger att funktionens minsta virde ar
FA+v2) =(1-v2)/2.

Eftersom f(0) =1 och f(4) = —3/17 har vi att storsta vérdet &r 1.

Svar: Storsta virdet #r 1, medan det minsat &r (1 — /2)/2.

Vi ska undersoka gréasnvirdet (ndr x — 1) av

alnx+xz—1

@= 1+ cos(mzx) ’

som r ett grinsvirde av typen “0/0”. Derivering av niimnare och tiljare ger

(a/z) +1
Q1=—""""7—,
—msin(nx)
som &r av samma typ om a = —1. Ytterligare deriveringar ger
1/2?
Q=1
—n2 cos(mx)

som har grinsviirdet 1/72, nir  — 1. L’Hospitals regel ger att dven @ har detta grimsvirde.

Svar: a = —1 och grsnsvirdet blir 1/72.

Man har

F(z) = / 1—i—(61l+a;)2 = arctan(1l + x).

Eftersom F(x) har gransvirdet m/2 nidr £ — oo och F(0) = /4 blir integralen konvergent med
virdet m/2 — /4.

Svar: /4.



