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1. Derivatan i x = 0 är gränsvärdet av följande differenskvot, när x→ 0:

Q =
f(x)− f(0)

x
=

arctan(x)− xex/2− ln(1 + ax)/2
x2ex − x ln(1 + ax)

.

Detta är ett gränsvärde av typ “0/0”. Derivering av nämnare och täljare ger

Q1 =
1/(1 + x2)− ex/2− xex/2− a/(2(1 + ax))
2xex + x2ex + ln(1 + ax) + ax/(1 + ax)

.

Eftersom nämnaren är noll när x = 0, m̊aste även täljaren vara det, om gränsvärdet ska finnas.
Detta ger a = 1.

Derivering av nämnare och täljare ger

Q2 =
−2x/(1 + x2)− ex − xex/2 + 1/(2(1 + x)2)
(2 + 4x + x2)ex + 1/(1 + x) + 1/(1 + x)2

.

Men Q2 → −1/8, när x→ 0 och allst̊a har Q samma gränsvärde enligt l’Hospitals regel. Detta ger
f ′(0) = −1/8.

Svar: a = 1 och f ′(0) = −1/8.

2. (a) Partiell integration ger [
− 1

1 + x
arctanx

]1

0
+

∫ 1

0

dx

(1 + x)(1 + x2)
dt =

= −π/8 +
∫ 1

0

( 1/2
1 + x

− x/2− 1/2
1 + x2

)
dx =

= −π/8 +
[
(1/2) ln(1 + x)− (1/4) ln(1 + x2) + (1/2) arctan x

]1

0
=

= −π/8 + ln(2)/4 + π/8 = ln(2)/4

Svar: ln(2)/4.
(b) Vi gör substitutionen t =

√
x, som ger t2 = x och 2t dt = dx. Man f̊ar∫ 1

0

dx√
x− x2

dt =
∫ 1

0

dx
√

x
√

1− x
=

∫ 1

0

2t

t
√

1− t2
dt =

=
[
2 arcsin t

]1

0
= π

Svar: Konvergent med värdet π.

3. Under en m̊anad m̊aste r/q beställningar göras, till en kostnad av a + bq kronor per g̊ang. Totala
kostnaderna för beställningarna under en m̊anad blir ra/q + br. Kostnaden för lagerh̊allningen är
under en m̊anad kq/2 kronor.

Den totala kostnaden under en m̊anad är därför f(q) = kq/2 + ra/q + br.

Derivering ger f ′(q) = k/2 − ra/q2 = k(q2 − 2ra/k)/q2 som är negativ när 0 ≤ q <
√

2ra/k och
positiv när q >

√
2ra/k. Detta ger att f har ett minimum när q =

√
2ra/k.

Svar: q =
√

2ra/k.

4. (c) i) Man har f(1) = f(−1), s̊a f är inte inverterbar.
ii) Man har f ′(x) = 1/(1 + x2)3/2 > 0 s̊a f(x) är strängt växande och därför inverterbar.
iii) Man har f(1) = f(−1), s̊a f är inte inverterbar.

(d) Om y = f(x) har man y2(1 + x2) = x2, vilket ger

x = ±

√
y2

1− y2
.

Fr̊an ekvationen y = f(x) ser man att x och y ska ha samma tecken
Svar:

f−1(y) =
{ √

y2/(1− y2) om 1 > y ≥ 0
−

√
y2/(1− y2) om − 1 < y ≤ 0.
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6. Man har f ′(x) = ex2+1 + (x + 1)2xex2+1, s̊a f ′(0) = e.

Svar: e.

7. Man har f(2) = 1/5 och f ′(x) = (1 − x2/(1 + x2)2), s̊a f ′(2) = −3/25. Tangentlinjen har därför
ekvationen

Svar: y = −3(x− 2)/25 + 1/5 = −3x/25 + 11/25.

8. Man har f ′(x) = (1 + x)e−x(1 − x), s̊a f ′ > 0, när 0 ≤ x < 1 och f ′ < 0, när x > 1. Allst̊a har f
ett största värde 4/e, när x = 1.

Man har f(x) → 0, när x → ∞ och f(0) = 1, s̊a minsta värde saknas, efter som f växer fram till
x = 1 och sedan avtar.

Svar: Största värdet är e/4, men minsta värde saknas.

9. Substitutionen t = cos x ger dt = − sinx dx och integralen

−
∫

dt

t2 + 2
= −1

2

∫
dt

1 + (t/
√

2)2
= − 1√

2
arctan(t/

√
2).

Svar: − arctan(cos(x)/
√

2)/
√

2.

10. Funktionen f har ett gränsvärde av typen “0/0” när x→ 0. Derivering av täljare och nämnare för
sig ger

Q1 =
a cos(ax)− 2

(1 + 2x2)ex2 − 1
.

Eftersom nämnaren är 0 när x = 0, m̊aste även täljaren vara det för att Q1 ska ha ett gränsvärde
när x→ 0. Detta ger a = 2. Ytterligare derivering ger

Q2 =
−4 sin(2x)

(6x + 4x3)ex2 ,

som har gränsvärde av typen “0/0”. Ytterligare derivering ger

Q3 =
−8 cos(2x)

(6 + 24x2 + 8x4)ex
,

som g̊ar mot −4/3, när x→ 0. Enligt l’Hospitals regel har f samma gränsvärde.

Svar: a = 2 och gränsvärdet är −4/3.

11. Substitutionen x =
√

1− t ger x2 = 1− t och 2x dx = −dt. Detta ger integralen∫ 1

0

(1− x2)2x

x
dx = 2

[
x− x3/3

]1

0
= 4/3.

Svar: Konvergent med värdet 4/3.
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