Losning av TMA305 Envariabelanalys I, del a, 04 08 16

1. Derivatan i = 0 dr gréansvérdet av foljande differenskvot, nér x — 0:

Q= f(z) — f(0) _ esine _ 1 —az

T 2

Detta #r ett griansvirde av typ “0/0”. Derivering av ndmnare och téljare ger

cos $€Sin x

2z
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Q1=

Eftersom ndmnaren &r noll ndr z = 0, maste dven téljaren vara det, om gransvirdet ska finnas.
Detta ger a = 1.

Derivering av ndmnare och téljare ger

—eSNTgin g + e80T cog?
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Q2 =

Men Q2 — 1/2, néir x — 0 och alltsa har @ samma grinsvirde enligt ’Hospitals regel. Detta ger
f1(0) =1/2.

Tangenten ska har formen y = /2 + m och gar genom (0,a) = (0,1). Alltsa ska m = 1.

Svar: a=1ochy=x/2+1.

2. (a) Forkortning med 3 och partialbraksuppdelning ger
/ 18x + 15 dr — / 6z +5 dw—/ 6z + 5 d
922 + 127 — 12 B 322 +4r—4 ) (Bx—2)(z+2)

- / (33182 * m74/r82) d =

9 7
= gln|3x—2|+§ln|x+2|

Svar: 2In(3z — 2|+ LIn |z + 2.
(b) Vi gor substitutionen ¢ = /z — 1, som ger t? + 1 = z och 2t dt = dx. Man far
dz 2t 2
— = ——dt= [ 5——dt =
/:m/a:—l /(t2+1)t /t2—|—1
= 2arctant = 2arctan Vo — 1.

Detta ger nu

0 x
———— = lim 2arctanve —1—2arctan0=27/2—-2-0=.
/1 zvr —1 T—00 /

Svar: Konvergent med vérdet .

3. Sitt f(z) = 4 — (z + 1)%. En ekvation fér tangenten till kurvan i punkten (a, f(a)) ges av y =
f'(a)(x — a) + f(a). Den skiir z- och y-axeln i = a — f(a)/f'(a) respektive y = —af’'(a) + f(a).
Triangeln med horn i dessa punkter pa axlarna och i origo har arean

Fiy) @) —ar@)] =

1) ‘_

Ala) = 2‘(
‘ (f(a) —af'(a))”
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B —a
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I uppgiften #r f =4 — (x + 1), 84 f' = —2(x + 1), som ger f — 2f’ = x? + 3. Vi ska bestimma
storsta och minsta vérdet av

1(@?+3)% _1(*+3)°

22xz+1) 4 z+1 7

A(z) =



10.

nir 0 <z < 1. Dessa antas antingen i = 0 eller z = 1 eller i en punkt dir A’ = 0 Vi har
A(0) = 9/4 och A(1) = 16/(4-2) =2
samt
_ 12(1‘2 +3)2z(z + 1) — (2 + 3)2
4 (x +1)2
som #r 0 precis nir 0 = 2(x? + 3)2z(z + 1) — (22 + 3)? = (2 + 3)(32? + 4z — 3), med lésningarna
r = (—2++/13)/3, dir bara (v/13 — 2)/3 ligger i intervallet.

Insittning och forenkling ger A((v/13 — 2)/3) = (4/27)(13v/13 — 35). Vi undersoker om detta &r
<2

A'(0)

(4/27)(13V13 - 35) < 2 o
52013 < 27-2 4140 = 194 &
26213 <« 97 &
8788 < 9409.

Men detta stammer.

(Riéknedosa ger (4/27)(13v/13 — 35) ~ 1.758839493 vilket ocksa ger ett godkint bevis for att talet
ir < 2.)

Areans storsta viirde dr dirmed 9/4 medan det minsta ar (4/27)(13v/13 — 35).
Svar: Storsta arean dr 9/4 och minsta dr (4/27)(13v/13 — 35).

(c) Svar: T.ex. f(z)=32%/(z —1)(z — 2).
Man har f/(z) = cosz? — 2z(z + 1) sinz?, sa f/(0) = 1.
Svar: 1.

Man har f(1) = 1/3 och f'(z) = (1422 —2z)/(1 + 22)?, s& f/(1) = 1/9. Tangentlinjen har dérfor
ekvationen

Svar: y=(1/9)(z —1)+1/3 =2/9+2/9.
Man har f'(z) = (—=(1+2)2+2(1+2))e ® = (1 +2)(1 —2)e™®, 54 f/ > 0, néir 0 < x < 1 och
f' <0, nir x > 1. Allstd har f ett storsta virde 4e~!, nir z = 1.

Man har f(x) — 0, nir  — oo och f(0) = 1, s minsta vérde saknas, eftersom f véxer fram till
x = 1 och sedan avtar.

Svar: Storsta virdet dr 4/e, men minsta vérde saknas.

Substitutionen t = e” ger dt = e” dx och integralen

dt 1 dt 1
/m = 2/1+(t/\/_2)2 = ﬁarctan(t/ﬁ).

Svar: arctan(e®/v/2)/v/2.

Funktionen f har ett grinsvérde av typen “0/0” nir @ — 0. Derivering av téiljare och ndmnare f6r

sig ger
ae™™ + 2 —4x
cosx —1

Q1=

Eftersom ndmnaren &r 0 nér = 0, maste dven téljaren vara det for att @1 ska ha ett grinsvirde
nér z — 0. Detta ger a = —2. Ytterligare derivering ger

42 — 4
Q2= —7",

—sinx

som har grinsvirde av typen “0/0”. Ytterligare derivering ger

_8672m

— COST

Qs =

— 8,

ndr z — 0. Enligt 'Hospitals regel har f samma grénsvarde.

Svar: a = —2 och grénsvérdet ar 8.



11. Partiell integration ger

/lntdt 1 Int 4+ 1 [dt
_ = — In — —_— =
t3 2t2 2/
- Int n 1( 1 1) B
22 2 2t2)
B Int 11
22 42
Detta ger nu
*Int o Int 1 1

Svar: Konvergent med vérdet 1/4.



