Losningar till Envariabelanalys 1, del B 21/12-2001
1. (&) Vi gor taylorutveckling av funktionen
f(z) =€" +sinx + cosx — 2z
och anvénder standardutvecklingarna

e = 1o+l iyt
sinz = r— S+ 5 +...
2
coszr = l1—5+F—F+...

Approximationen blir darfor

Svar: a=2,p=4o0chb=1/12.
(b) Eftersom koefficienten framfor z# ar positiv har funktionen ett lokalt minimum i punkten z = 0.

2. (a) Foren geometrisk serie med kvoten x géller
—= 11—z

om |z| < 1. Var serie & summan av tva geometriska serier med kvoterna 3/5 respektive 4/5. Vi har

darfor
o 3n 4 4qn i n s n 1 1
=Y Y = =25+5=1T5
n=0 5 n=0 5 n=0 5 L= 5 1- 5
(b) Lat
(),
Ay = (QTL)' xX .
For att anvanda kvotkriteriet observerar vi att
an 2n+2)! (n!)? 2n+2)2n+1) '

N&r n — oo far vi darfor (division med n? i taljare och namnare)

B (1+n=1)?2 il
_(2+mr9@+n4)|ﬂ

Kvotkriteriet ger dd att serien ar konvergentom |z|/4 < 1 och divergent om |z|/4 > 1 dvs konvergent om
|z| < 4 och divergent om |z| > 4. Konvergensradien &r alltsa 4.

3. Figur 1: (c), Figur 2: (b), Figur 3: (e) och Figur 4: (f).
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4. (a) Rotationskroppen har volymen

/0 m(f(@))” de = /0 (J:+1)(x—|—2)d

Eftersom vi kan gora partialbraksuppdelningen
1 1 1

(z+1)(z+2) z+1 z+2

ser vi att volymen &r dndlig om

b1 1
b+2 2

[f( 1 1 )dxzun@+1y4n@+2%:4n

r+1 x+2

har ett andligt gransvarde da b — oo. Eftersom gransvardet ar In1 + In2 = In 2 &r det alltsd andligt och
den sokta volymen &r 7 In 2.



(b) Det vi har att undersdka ar om integralen

o 1
/0 (x+1)(z+2)
&r konvergent. Eftersom

0< 1 <

1 1
R R ) AV ) FE)

1
/ dx
0o T+2

ar divergent ar den ursprungliga integralen ocksa divergent. Arean ar alltsa inte dndlig.

och integralen

Uppgifterna for mojlighet till hojning av tillaggspoangen.
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Partiell integration ger

1 1
/ ze tdxr = [—xefw]é —|—/ e Tdr=—e '+ [—e*z]é =1-—2¢"1.
0 0

Den Kkarakteristiska ekvationen ar 72 — 1 = 0 och har rotternar = +1. Motsvarande homogena I6sning ar darfor
yn(t) = Ae' + Be™".

En partikularlosning ansatter vi pa formen
Yy =ae”.

Detta leder till att
Y’ —y = 4ae* — ae* = 3ae*
sa vi har en lésningom a = 1/3.
Ekvationens allmanna losning ar alltsa
2t

y:Aet—FBe_t—l—%.

Eftersom detta ger
2e2t
3

leder alltsa villkoren y(0) = 0 och y’(0) = 1 tillatt A+ B+1/3 =00ch A— B+2/3 =1. Dettager A =0
och B = —1/3. Alltsa blir svaret

y = Ael — Be ' +

Later vi y(¢) vara temperaturen vid tidpunkten ¢ minuter efter inférandet i rummet sa leder Newtons lag till
differentialekvationen
y' =k(20 - y)

dvs
!

20—y

1
dy = kdt.
/20—y Y /

Efter integration far vi —In (20 — y) = kt 4+ C dvs

=k

som leder till

y=20—e "¢ =90 Be ",



Har har vi y(0) = 20 — B och eftersom vi skulle ha y(0) = 0 & B = 20. Da ger villkoret att y(10) = 10 att

dvs

som i sin tur leder till att

Alltséa géller

20 (1—e %) =10

—10k _ 1

© 2

—20k _ (6—10k)2 _1

(& 1

1

y(20) =20 (1 — e 2%%) =20(1 — =) = 15.
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