Losningar till Envariabelanalys 1, del B 4/4-2002

1. Taylorutveckling kring x = 0 ger

2
fi(x) 1- %6+ %8—
folw) = at =G+ 5 -
fa(x) = 1—-%+ % -
Den fjarde funktionen kréver lite forarbete. I utveckligen av sinusfunktionen ersétter vi = med x2 och far
6 10
sing? =22 % _
sinz”® =x 3 + 5l

For sin?  &r det antagligen enklast att utnyttja omskrivningen sin? 2z = (1 — cos 2x)/2 och utvecklingen av
cosinusfunktion vilket ger

) 1 (2z)2  (22)*  (22)° xt 228
2, _ _ _ — g2 2
sin”x = <1 1+ o1 m + ol +...)=x 3+45+...
Detta ger i sin tur
zt 1925
Lo =5~

Nu kan vi jamfora de olika funktionerna och se att da = ar nara noll har vi
fs(@) = fi(@) > falz) > falz)

2. Vi beréknar successivt

e de = [-e ']y =-04+1=1
JJ we™de = [—ae "]+ [Tetde=0+1=1
Joatemde = [—a?e7] ) 42 [ we tdr =0+2-1=2

Detta ger alltsa x = 1 och
/ (x—,u)ge*wdx:/ (22 =2+ 1)e "de=2-2+1=1.
0 0
3. Tillnérande homogena ekvation i’ + y = 0 har karakteristisk ekvation 2 + 1 = 0 med rétterna r = +i. Den
homogena ekvationen har alltsa l6sningen

yn = Acost + Bsint.

Differentialekvationen y” + y = 1 har y = 1 som en partikuldrlésning. Det gor att for ¢ < 7 &r den sokta
lésningen av formen
y=14 Acost + Bsint.

Eftersom vi skall ha y(0) = y/(0) = 0 for vi A = —1 och B = 0 dvs den sokta losningen ar for ¢ <

y(t) = 1 — cost.

For ¢t > 7 kan ekvationen 3" +y = f(t) skrivas y” + y = 0, sa dar kan ldsningen skrivas y = a cost + bsin
for nagra a och b. Losningen skall ha kontinuerlig derivata 6verallt. Enda problematiska punkten ar ¢ =  dar
vi skall skarva ihop de tva l6sningarna. Vi ser att

tlim y(t) = tlim y(t)=1—cosm =2
och

lim y(¢t) = lim acost+bsint = —a

t—m+ t—m+

sa funktionen ar kontinuerligi t = 7 om a = —2. Med detta a-vérde har vi sedan att /s vansterderivatai t = =
ar sin = 0 och dess hdgerderivata —a sin 7 + bcos m = —b. Funktionen &r alltsa deriverbar i t = 7 precis da
b = 0. Den har da ocksa kontinuerlig derivata. Svaret &r alltsa

) = 1—cost, ddt<nm
Yyl = —2cost, dat>m
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Vi forsoker hitta en differentialekvation pa formen i’ = f(y). Den skall ha egenskapen att f(y) > 0day > 1

eller y < —1 medan f(y) < 0dd —1 < y < 1. En sddan far vi med f(y) = y* — 1.
Differentialekvationen y’ = 32 — 1 &r separabel och vi far

1
/y2_1dy:/1dt.

1 1 1
) dy =t
/2<y—1 y+1) y=t+C

Med partialbraksuppdelning far vi

dvs
-1
| L] =2 420
y+1
och alltsa
y— 1 Cth
y+1
som ger
B 1+C€2t
Y= 1-Cext

Vi far har inte med I6sningen y(t) = —1 for alla ¢ sa den skriver vi till separat.

Volymen V uppfyller

3 3 4 3 1
Vz/ 7Ty2d$=77/ (4——3:2)da:=8ﬂ'/(1——x2)dx:87r(3—1)=167r
3 _3 9 0 9

Later vi y(¢) vara beloppet vid tidpunkten ¢ far vi differentialekvationen
y' = 0.05y.
Denna kan exempelvis l6sas med hjalp av integrerande faktor sa har. Ekvationen skrivs
y' —0.05y = 0.

Denna har integrerande faktor e ~9-95¢ s& ekvationen kan skrivas

d

%(ye—o.om) =0
med I6sningen
ye—0.05t _ C
och alltsd
Y= C@O'O5t.

Villkoret y(0) = 10000 ger y(t) = 100009,
Ett annat sétt att 16sa ekvationen &r att se den som en separabel ekvation.

!/
Y —0.05
Y

som ger
In|y| = 0.05¢t + C;

dvs yy = Cel-05* med samma fortsittning som i féregaende fall.

Bada integralerna ar konvergenta. Det foljer av uppskattningarna

1 1 1 1 1
0< ——<—=—=0thl< —— < —.
Vat+z  Vat 2? NV

Vi anvéander den forsta av dessa uppskattningar pa intervallet z > 1 och eftersom

<1
/ — dx ar konvergent
1 x



sd ar ocksa
o0
/ 1 dz konvergent
1 Vit '

Vi anvander den andra uppskattningen da 0 < = < 1. Eftersom

1
1
—— dx ar konvergent
|

sd ar ocksa
dx konvergent.

|
/0 Vat+zx



