Appendix for Envariabelanalys del B pa I

J-E A, ht-01

1 Partialbrdksuppdelning

I kursboken behandlas pa sidan 342 partialbriksuppdelning av rationella funktioner. Det som dér behand-
las kan generaliseras i flera avseenden. Vi behandlar detta i forsta underavdelningen och ser vart det kan
leda ifraga om integraler av rationella funktioner i den andra underavdelningen.

1.1 Tilldgg om partialbriksuppdelning
Istéllet for att gora en allmén beskrivning tittar vi pd nagra exempel.

Exempel 1.1 Partialbriksuppdela den rationella funktionen

2 +2x+3
R

fz) =

Namnaren kan faktoriseras z(z + 1)(z — 1) s& i analogi med bokens exempel leds man till ansatsen

22 +2x+3 A B C

tatD)e—1) = il o1

Att denna likhet skall gélla for alla = &r ekvivalent med att
2?2+ 20 +3=A(x+1)(x — 1) + Bx(z — 1) + Cx(z + 1)
for alla x vilket efter forenkling kan skrivas
2>+ 22 +3=(A+B+C)z* + (-B+C)zx — A.

Genom att identifiera koefficienterna pa vardera sidan ser vi att detta géller for alla x om

2. A+B+C = 1
! -B+C = 2
20 : -A = 3

Detta system har 16sningen A = —3, B =1 och C' = 3. Vi har alltsd uppdelningen

22+ 22 +3 3 1 3
L LS A :
z(z+1)(xz—1) x z+1 zx-1

Exempel 1.2 Partialbriksuppdela den rationella funktionen

2 +2x+3
-z

fz) =

Den typ av ansats som vi gjorde i foregdende exempel forutsétter att téljaren har ligre gradtal dn
nadmnaren. Detta 16ser vi genom att férst utfora en division med rest och fa

2t +2x+3 22 +2x+3
:x+
- -

flx) =
Nu kan vi gbra en partialbraksuppdelning av

22 +2x+3
-z
Men det har vi ju redan gjort i foregdende exempel, sa vi far

2t +2x+3 3 1 3
— = — —+ + .
x x+1 =xz-—1

-



Exempel 1.3 Partialbriksuppdela den rationella funktionen
22+ 22+ 3

f(@) = 3+

Det nya i detta exempel i forhallande till det f6rsta &r att har gar inte ndmnaren att faktorisera helt i
reella forstagradspolynom. Vi har ju
3+ x=a(@®+1).
Den typ av uppdelning man i detta lage kan dstadkomma ar
2?+2x+3 A Bx+C
B+r x4+ 1
Som i forsta exemplet multiplicerar vi med vénstersidans ndmnare och ser att uppdelningen fungerar om
22 +224+3=Ax*+ 1)+ (Bx+C)z
dvs om
2?4+ 22+ 3= (A+ B)z? + Cr + A.

Genom identifiering av koefficienter ser vi att detta &r ekvivalent med att

2: A+B = 1
xl cC = 2
x9 A = 3

som ju har 16sningen A =3, B = —2 och C' = 2. Vi har alltsa uppdelningen
a:2+233+3_3 2z -2

3+ r a2+ 1
Exempel 1.4 Partialbriksuppdela den rationella funktionen
2?2 +2z+3
x4 + 22

fz) =

Namnaren &r i detta fall 2%(z2 4 1) dvs produkt av tva andragradsuttryck. Det skulle da vara naturligt
att férsoka skriva detta pa formen
x2+2x+3_Ax—|—B Cx+D
ri422 g2 z2+1°
Men vi ser att vi lika girna kan gira skulle kunna gora ansatsen
?+2x+3 A B  Cz+D

+22  x 22 22+1
Denna form ar mera direkt om man sedan skall gi vidare med exempelvis integration.
Vi multiplicerar med vénsterledets namnare och far att vi vill ha

22+ 22+ 3 = Az(2? +1) + B(2? + 1) + 2*(Cx + D)

dvs efter forenkling
22 +22+3=(A+C)x® + (B + D)z* + Az + B.

Identifiering av koefficienter leder till att vi skall hitta A, B, C, D s& att

23 A+C = 0
z22: B+D = 1
xt A = 2
20 B = 3

vilket intrédffar med A =2, B =3,C = —2 och D = —2. Alltsa
x2—|—2x—|—3_2 3 2z 42

22 oz 2?2 2241
Exempel 1.5 Vilken form av ansats skulle man gora for den rationella funktionen
1
fz) =

?
EESVE RS
Metoden fran de tidigare exemplen skulle generaliseras till foljande typ av ansats
1 A B C Dzx+E Fzr+dG

Cr @12 2+l @t B @l @rE

Den leder till en del rdknande som vi alltsd inte genomfor.




1.2 Integraler av rationella funktioner

Vi illustrerar genom nagra exempel pa hur man kan bestdmma primitiva funktioner till nagra typer av
rationella funktioner som inte behandlas i boken pa annat sitt dn med hjilp av tabell. For enkelhets
skull utelamnar vi i detta avsnitt alla integrationskonstanter eftersom de inte spelar nagon roll hér.

Forst konstaterar vi att
fa
[ d =iy

bland annat leder till att

2 2b
/#—;xﬂdx:1n|x2+2bx+c|

och speciellt att

1
[ e = ghalet 4

vilket vi anvéinder i de foljande exemplen. En annan anvéndbar observation &r ocksé att i en integral av

typen
——dx
72 + a?

med a # 0, kan man gora substitutionen = = ta och f4

/ L / 1 dt 1/ L gt = L arctant = L arctan &
— —dr=| ——— -adt== = —arctant = — arctan —.
22 + a2 a?t? + g2 a) t2+1 a a a

Exempel 1.6 Bestam primitiv funktion till

fz) =

X
224+ 2x+5

Lat
F(x):/#dx
2 4+2x+5

Vi gor forst en kvadratkomplettering och far

F(”:/md””

Hér gor vi variabelsubstitutionen ¢ = x 4 1 vilket leder till

t—1 " 1
Fa)= | ~——at= | ——at— [ ——at.
(z) /t2—|—4 /t2+4 /t2+4

Med de bada foregaende observationerna ser vi darfor att

(x+1)
2

1 1 t 1 1
F(z) = 3 In|t? + 4] — 3 arctan§ =3 In|z? + 2z 4 5| — 3 arctan

> 1
/1 z(x +1) dr.

Partialbraksuppdelning av integranden leder till

Awﬁdh/ﬁ (i_g;il) dr = [Inz —In(z+1)]7°.

Héar méter man en komplikation ndr man skall 1ata z — oo eftersom man far ett uttryck av typen oo — 0o
vilket kan vara vad som helst. Detta undviker man genom att anvénda logaritmlagarna till omskrivningen

Exempel 1.7 Berdkna integralen

Inz—In(z+1)=1In

z+1

Detta leder till

/ #da@: In x = lim In x —lnl:1n1+ln2:ln2.
1 z(x+1) r+1], a5 z+4+1 2




Exempel 1.8 Berdkna integralen

/ h > dx
1 (@+2)(@r+20+5)
En partialbraksuppdelning av typen
5 A Bx+C

(x+2)(22+2x+5) z+2 2242x+5

leder till
5 1 T

(z+2)(22+22+5) x+2 a2+22+5

Den forsta av dessa har primitiv funktion In|z + 2| medan den andra far behandlas som ett tidigare
exempel,( exempel 1.6). I sjilva verket ar det exakt samma integrand s& vi kan hér direkt anvinda den
primitiva funktion vi fick fram dar. Alltsa

r+1)1%
5 :

e 5 1 1 (
dr = |In|z + 2| — = In|2? + 22 + 5| + = arctan
/1 (z +2)( | | 2 | | 2

z2 + 2z 4+ 5) 1

Aven i detta exempel far vi problem da z — co. Visserligen har vi

— —ddz — ©

1
arctan (x ; ) T

men de bada logaritmerna stéller till problem. Detta 16ser vi pa4 samma sdtt som i féregdende exempel,
dvs genom att sla ihop de bada logaritmerna till en

1
(2In|z + 2| — In|z® + 2z + 5]) = 3

(z +2)
24+ 2x 45|

N =

1
1n|x—|—2|—§ln|a:2—|—2x—|—5|:

Nar x — oo har vi
(v +2)2 B (1+271)?2
224+2c+5 142214522

— 1

och alltsa
L] _@+2)?
224+ 22 +5

‘—>ln1:0.

Alltsa

(O—i-g—lng —arctanl).

NN

/Oo > d L o + arcta @+ )™
= — _— I n =
L @+2)@2+20+5) " 2|22+22+5 2 |,

Eftersom arctan1 = 7 /4 far vi

/OO > dx—z—lni
1 (e +2)(@2+22+5) 8 2V2

1.3 Owvningar till avsnitt 1

—_

. Vilken typ av ansats skall man gora vid en partialbraksuppdelning av

3 -5 o
(x+3)(x—1)2@2+2x+1)°

2. Berdkna integralen

| e
————— ax.
0 $2+5$+6

3. Berdkna integralen

| s
1 23+ 522 + 6z -

/Oo 1 z+1 d
1 \z 2243 -

4. Berdkna integralen



5. Lat

(a) Bestdm en primitiv funktion till f(z)
(b) Berikna [, f(z)dz.

6. Berédkna integralen
<1
[
0 e + 1

7. Berdkna for varje reellt tal ¢ > —1 integralen
L=
1 22 4c
2 Komplexa exponentialfunktionen

2.1 Definitionen
I boken behandlas den komplexa exponentialfunktionen pa sidorna 935-937. Dir definieras

e = cosf 4 isinb

och visas att
—e
do

En konsekvens av definitionen &r att den polédra framstéllningen av ett komplext tal z kan skrivas (se sid

935)

z=r(cosf +isinf) = re®.

Bara for att vi infort beteckningen e’ giller inte automatiskt samma riikneregler som for den reella
exponentialfunktionen. Men lyckligtvis gor de flesta det, vilket vi nu skall bevisa.
Exempelvis har vi

o1 . iz _  i(01+62) (1)
1 = e (2)
(e)" = €™ dan ir ett heltal. (3)

For att bevisa dessa regler ricker det egentligen att bevisa den forsta. De Ovriga foljer sedan enkelt.
Enligt definitionen &r

et . eif2 — (cosf 4 isinfy)(cosfhy + isinby).
Vi multiplicerar ihop parenteserna och far att
e . g2 — (cos 61 cos Bz — sin By sin ) + i(sin 61 cos B2 + sin b, cos 7).
Men enligt additionsformlerna f6r sinus- och cosinusfunktionerna leder detta till
1.2 = cos (B) + 02) +i(sin (61 + 6)) = /1762

Nu kan de andra tva reglerna bevisas latt. Nummer (2) genom observationen att vi med hjilp av (1)
har
och nummer (3) med hjilp av induktion.

Vi kan ocksa gora en allmin definition
Definition 2.1 For ett godtyckligt komplext tal z = x + iy definieras

e® =¢e" e,



2.2 Eulers formler och de Moivres formel

Definitionen av e¢? genom
0

e = cosf +isinf

leder till att
e = cosf — isinb.

Genom addition respektive subtraktion av dessa tva likheter far vi
i0 —i6 0 _ ,—if

cosf = ete respektive sinf = € —.e
2 2

Dessa tva formler brukar kallas Eulers formler. De kan ge ett snabbare sitt att handskas med
trigonometriska likheter.

Exempel 2.1 Visa att
cos480 + 4 cos20 + 3

8

i0 —i0
cos* 6 = <%)

€0+ 46 + 64 4e 20 4 70 2cos46 +8cos204+6  cosdf +4cos26 + 3
16 N 16 N 8 '

cost 0 =

Enligt Eulers formel &r
4

sd genom binomialutveckling far vi

cost 0 =

Déarmed ar alltsé likheten bevisad.
Likheten , ,
(619)71 _ 6177,0

kan da man gar tillbaka till definitionen skrivas

(cos@ +isinh)™ = cosnb + i sinnd.
Skriven p& denna form brukar likheten kallas de Moivres formel.
Exempel 2.2 Skriv cos4x som ett polynom i cos .

Vi vet alltsa att cos4x dr realdelen av cos4x + isin4x. Med hjilp av de Moivres formel har vi
cosdx + isin4x = (cosx + isinz)?.
Genom binomialutveckling har vi darfor
cosdx +isindr = cos* x +4cos®z - (isinz) + 6cos?x - (isinx)? + 4cosx - (isinz)® + (isinz)?

dvs
.. o 4 . 3 . 2 .92 . .. 3 .4
cos4x + isindr = cos” x + 4icos’ xsinx — 6 cos” xsin” x — 44 cosx sin® x + sin” x.

Genom att identifiera realdelarna ser vi
cos4x = cos® x — 6 cos® xsin® x + sin? z.
Vi utnyttjar nu trigonometriska ettan och far
cosdx = cos® x — 6cos’ - (1 — cos?z) + (1 — cos? 2)* = 8cos* x — 8cos? x + 1.
2.3 Derivatan och integralen av e
Vi skall hir undersoka derivatan av et d4, c dr ett komplext tal. Lat ¢ = a +ib (dir a och b ir reella) och
f(t) = eCt — pat . bt

Fran boken (sid 935) vet vi att



Med hjilp av kedjeregeln kan vi ocksa fa fram att

— e = ibe™ om b Er reellt.

dt
Eftersom e #r rent reell kan vi med produktregeln fér derivering fa
%ect _ %eat . eibt _ aeat X eibt + eat X ibeibt _ (a + ib)e“t X eibt _ CGCt.

Den vanliga deriveringsregeln for et giller alltsd éven on ¢ &r ett komplext tal. Detta kommer till
anvindning nir vi senare undersoker vissa typer av differentialekvationer.
Nér vi har denna formel {6r derivering kan vi ocksé dra slutsatsen att

/e“dtz e—Ct.
c

et e(cosbt + isinbt)(a — ib)
c a? 4 b2 '

/eCt dt = /eat cosbtdt—&—i/eat sin bt dt

e (a cos bt + bsin bt) N Z,e‘”(a sin bt — b cos bt)
a? +b? a® + b2

Har kan hogerledet skrivas

Eftersom definitionsméssigt

har vi darfor

/e“t cosbtdt+i/e“t sin bt dt =

Genom denna likhet far vi de tvd formlerna

/eatcosbtdt _e(acosbt + bsin bt)
a a? + b2

respektive

/ oo sin bt df — e (asin bt — bcos bt)
B a® + b2 '

Dessa bada formler kan man hitta i bokens tabeller 6ver integraler.

2.4 Ovningar till avsnitt 2

1. Visa att
(1 — )% = 2048(1 +1).

2. Skriv sin® z som en linjarkombination av sin x,sin 2z, . . ., sin 5z.

3. Visa att de n rotterna till ekvationen z" =1 ar

(2ﬂ'k) . <27rk>
zg =cos | — | +sin | — .
n n

/e_tsintdt

0

/e*tcostdt.

0

o0
/ te tsint dt
0

o
/ te~t cost dt.
0

6. Bevisa att for alla komplexa tal z; och 2o géller

4. Beridkna integralerna

och

5. Berdkna integralerna

och

%l . %2 — 621+22.
7. Vad kan man sdga om z; och z; om man vet att
e*t = e*2?



3 Differentialekvationer

3.1 Linjira av forsta ordningen

En differentialekvation av typen
Yy +a(t)y = b(t)

kallas linjar av forsta ordningen. Specialfallet a(t) = 0 &r enkel att 16sa, eftersom

har 16sningen
y:/b(t)dt:B(t)-i—C

dar B(t) ar en godtycklig primitiv funktion till b(¢). Det allménna fallet angriper man genom att forstka
aterfora det pa specialfallet. Vi startar med ett exempel.

Exempel 3.1 Los differentialekvationen
y/+%y:1,f(')'rt>0.
Genom att multiplicera ekvationen med ¢ ser vi att den &r ekvivalent med
ty +y=t.
Det vi har vunnit med detta dr att vinsterledet nu &r en derivata. Vi anvinder formeln fér derivatan av

en produkt for att se

d
ﬁ(ty)=1-y+t-y’=ty’+y-

Differentialekvationen kan alltsd skrivas

d
a(ty) =1

och vi har kommit i samma l&ge som i specialfallet. Vi far

t2
ty:/tdt:5+0

och alltsa
C
+ ?7
dér C &r en godtycklig konstant.
I foregaende exempel kan man undra hur man skall komma pa att det ar lampligt att multiplicera
med ¢. Detta kan systematiseras s hér.
Lat A(t) vara en primitiv funktion till a(¢). D& géller

%(y LAWY =y AW 4y AW 47 (p)

Eftersom A’(t) = a(t) har vi darfor

d
-y ") =00 +a(t)y).

Vi multiplicerar darfor ekvationen
Yy +a(t)y = b(t)

med e?(*) och konstaterar att den dirigenom Gvergar i

%(y . eA(t)) — b(t)eA(t)

dér vi kan integrera och fa
y- et = /b(t)eA(t) dt.

Har bestdmmer vi de primitiva funktionerna och 16ser darefter ut y.



Sammanfattning:
For att 16sa en differentialekvation av formen

Yy +a(t)y = b(t)
gbér man s§ hir.

1. Bestdm en primitiv funktion A(t) till a(t) och multiplicera differentialekvationen med e®).

Denna faktor kallas den integrerande faktorn.

2. Differentialekvationen overgar i

d
ﬁ(y . eA(t)) - b(t)eA(t).

3. Integrera och 16s ut y.

Exempel 3.2 Lis differentialekvationen
(t+ 1)y +2y=(t+1)3 fort>—1.

Vi skriver forst om ekvationen pa formen y’ + a(t)y = b(t). Division med (¢ + 1) ger

2
"y = (t+1)%
Yy (t+1)

Eftersom

2
———dt =21 1
/t+1dt n(t+1)+C

ir en integrerande faktor
e2ln (t+1) _ (t + 1)2

Efter multiplikation med den integrerande faktorn far vi

L+ 1%) = (1272

och alltsa
(t+1)%y = /(t +1)*dt

dvs
5
(t+1)%y = (t+51) +C
som ger
t+1)3 C
Gy + .
5 (t+1)2

Exempel 3.3 Bestim den funktion f(t) som dels uppfyller
F(t) + 2t f () =t
dessutom f(0) = 1.
Funktionen satisfierar alltsa differentialekvationen
Y + 2ty =t.

Eftersom en primitiv funktion till 2¢ &r 2 &r e’ en integrerande faktor. Differentialekvationen kan darfor

skrivas
d

dt

yetz = /ttet2 dt.

et2 = tet2 .
(y

Detta ger



I denna integral kan vi gdra variabelsubstitutionen v = t2, som leder till att du = 2tdt, och 3

1 1
/tethtzi/e“duzie“—i—C.

Nar vi gar tillbaka till ¢ kan vi alltsa se att

1
yet = / tet” dt = §et2 +C.

Vi loser ut y genom att dividera med et2, vilket ju ar ekvivalent med att multiplicera med et

leder till

1
y=73 +Cet

For nagot virde pa C ar alltsé

F(t) = % L et

Eftersom f(t) dessutom enligt férutsittningarna uppfyller f(0) méaste det galla att

1
§+C€_02:1
dvs
1+C—1
5 =
Eftersom detta ger
C=_
sa far vi
1 1 . 1 e
t) ==+ = =—(1 .
) =5+ 5e " =51 +e™)

. Detta

3.2 Linjira differentialekvationer av andra ordningen med konstanta koeffi-

cienter

De ekvationer vi skall betrakta ar av formen

y' +ay' + by = h(t)

dar a och b &r konstanter, medan h(t) &r en given funktion. For att forenkla beteckningarna i fortséit-
tningen betecknar vi ekvationens vénsterled med L(y), dvs for varje tva ganger deriverbar funktion y

definierar vi
Ly) =vy" +ay' + by.

Genom att anvinda deriveringsreglerna for summor och produkter med konstanter fir man att L har

foljande tva egenskaper. For alla funktioner y, y1,y2 och konstanter ¢ giller
L. Ly +y2) = L(y1) + L(y2)
2. L(cy) = cL(y)

Dessa egenskaper hos L gor att den kallas en linjdr operator och differentialekvationen

dvs
y' +ay' +by = h(t)

kallas linjar. Nar man forsgker 16sa denna typ av ekvation spelar specialfallet L(y) = 0, dvs

y' +ay + by =0,

en speciell roll. T fallet h(¢) = 0 brukar ekvationen kallas homogen medan den annars kallas inhomogen.

10



Sats 3.1 Antag att yo ar en lésning till
y" +ay’ + by = h(t).
Da dr en funktion y ocksd en lésning om och endast om det finns en losning z till
2 +az +bz=0

sa att

Yy =1y + 2.

Bevis. For godtyckliga funktioner y sétter vi z = y — yo och observerar att

L(z) = L(y) — L(yo)-

Eftersom L(yo) = h enligt forutsattningarna, sa har vi i sjélva verket

Av detta foljer att

L(y) = h om och endast om L(z) = 0.

Eftersom y = yo + z &r satsen bevisad.
Strategin for att 16sa en differentialekvation

y' +ay' + by = h(t)

blir med hjilp av satsen foljande.

1. Hitta pa nagot sitt en 16sning yq till ekvationen.

2. Bestam alla 16sningar z till motsvarande homogena ekvation

2"+ a2z +bz=0.

3. Den allménna l6sningen till den givna inhomogena ekvationen &r nu y = yg + z.

Uppliggningen av fortsdttningen ar att vi forst behandlar de homogena ekvationerna och darefter de
inhomogena.

3.3 Homogena ekvationer
Vi borjar med ett recept for att 16sa homogena differentialekvationer och tittar efterdt pa motiveringar

till varfor det fungerar.
For att 1osa differentialekvationen

yl/+ayl+by:0
loser man forst den si kallade karakteristiska ekvationen
+ar+b=0.

Detta &r alltsa en helt vanlig andragradsekvation s& det finns tvé stycken 16sningar 71 och r5. Vi méste
nu dela upp i tre olika fall.

11



Fall 1: r,r; reella och olika.
I detta fall &r 16sningen till den homogena differentialekvationen

y = Ae™! + Be!
dar A och B &r godtyckliga konstanter.

Fall 2: r{,r; reella men lika.
I detta fall kan vi sétta 1 = ro = r och 16sningen &r

y=(A+ Bt)e""
med A och B ar godtyckliga konstanter.

Fall 3: r1,7o komplexa. Idetta fall ar rétterna av formen 1,72 = a+if med 5 # 0. Losningarna,
till differentialekvationen kan d& skrivas

y = e**(Acos Bt + Bsin 3t)

dir A och B &r godtyckliga konstanter.

3.3.1 Exempel pa anvindningar av receptet
Exempel 3.4 Lis den homogena differentialekvationen

y' =y —2y=0.
Tillhorande karakteristiska ekvation &r

r2 —r —2 =0 med rotterna r; = —1, ro = 2.

Differentialekvationens allménna 16sning &r darfor

y = Ae”' + Be?'.
Exempel 3.5 Lis differentialekvationen

y" — 4y’ + 4y = 0.

Motsvarande karakteristik ekvation
2 —dr4+4=0

har dubbelroten r; = ro = 2. Differentialekvationen har darfér den allmanna 16sningen
y = (A + Bt)e*.
Exempel 3.6 Lis differentialekvationen
y" —4y +13y =0

Ekvationen
r? —4r+13=0

har ratterna 1,7, = 2 + 3i. Det innebar att differentialekvationen 16sningar ar

y = e?'(Acos 3t + Bsin 3t).

3.3.2 Exempel for att belysa teorin

Att den karakteristiska ekvationen till
y'+ay +by=0

kan ha nagot med 16sningar till differentialekvationen att gora, kan man se si hir. Vi undersoker for vilka
r som funktionen y = e"* 16ser differentialekvationen. Eftersom y = e"* ger 3/ = re”* och y” = r2e™, far
vi nér vi sdtter in i differentialekvationen

r2e" fa-re™ +b-e"t =0

12



dvs
" (r? 4 ar +b) = 0.

Slutsatsen &r alltsd att et dr en losning till differentialekvationen om och endast om
r? +ar+b=0.

Att det sedan foljer, att om denna ekvation har rétterna r; och r, s& dr dven Ae™! + Be™' en 16sning
till differentialekvationen, foljer av att L(y) = y” + ay’ + b &r en linjar operator. Men detta hindrar ju
inte att det dessutom kan finnas helt andra typer av l6sningar. I fallet med dubbelrot gor det ju i sjélva
verket det.

For att se att det inte finns andra typer av 16sningar dn de i receptet, genomfor vi tva av exemplen
fran foregiende avsnitt direkt, utan att anvinda receptet.

Exempel 3.7 Differentialekvationen vy’ —y' — 2y = 0.

En karakteristisk rot kommer vi ihag ér 2 (den andra &r -1) och vi infér en ny funktion u genom y = e%'u

dvs u = ye~2'. Med deriveringsreglerna far vi

2t

y = e*-u
v o= 2 .u+e
Yy = 4e*u+4e? o+ e

Detta leder till att
y//_y/_2y: (46216 'u—|—4€2t-u/—|—62t .u//) _ (262t-u+62t _u/) _26216 ‘u
dvs
y// _ y/ —2y= e?t(u// + 3u/).

Alltsé ar differentialekvationen 3" — 3’ — 2y = 0 ekvivalent med att
u” +3u = 0.

Vid forsta anblicken ser vil inte detta sérskilt mycket battre ut dn det vi hade fran boérjan. Men vi kan
se att den nya ekvationen bara innehéaller v’ och u” inte u. Sétter vi v = v’ 88 ar v” = v’ och ekvationen
kan skrivas

v 4+ 3v=0.

Denna ekvation vet vi sedan tidigare har 16sningen
v=Ce 3,
Eftersom v = v’ innebér detta for u att vi har
u = Ce 3,

Vi integrerar och ser att

C 3¢
= —— B
U 3 e "+ B,

dér B #r integrationskonstanten. Nu kan vi komma tillbaka till 3 eftersom y = e*w. Vi multiplicerar
alltsd med e?* och far

c
Y= —§€7t + Be?t.

Har &r alltsd B och C godtyckliga konstanter och genom att ersétta —
formen

&}
3

med A har vi losningen pa
y = Ae~t + Be?.
Exempel 3.8 Differentialekvationen vy’ — 4y’ + 4y = 0.

Aven hir dr 7 = 2 en karakteristisk rot och vi gér samma, substitution som i foregaende exempel dvs
y = e**u. Motsvarande rikningar som ovan leder till att

y// _ 4y/ +4y — thu//
s& differentialekvationen y” — 4y’ + 4y = 0 ar ekvivalent med

u’ =0.
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Héarav {oljer genom upprepad integration att
w =Bochu=A+ Bt
dir A och B ar de integrationskonstanter som uppkommer. Nar vi gar tillbaka till y far vi dérfor
y = (A+ Bt)e*

vilket var den 16sning vi tidigare angivit enligt receptet.
Den tredje typen av 16sning som kan férekomma, den i fallet med komplexa rétter, kan &terforas pa
typ 1 genom att for r = o + i3 ar

et = e . Pt = ¢ (cos Bt + isin ft).

Genom att den komplexa exponentialfunktionen f6ljer samma regler som den reella far vi dven i detta
fall att differentialekvationens losningar kan skrivas

y =A™ + Bie™" = e ((A; + By)cos ft +i(A; — By)sin Bt).

Hér kan vi tdnka oss att A; och B; ocksad kan vara komplexa, sa att med hjilp av dessa kan fa fram
vilka reella A och B som helst genom A; + By = A och i(A; — B1) = B. De reella 16sningarna till
differentialekvationen ar darfor

y = e*(Acos Bt + Bsin 3t).

3.4 Inhomogena ekvationer
Tidigare konstaterade vi att strategin for att 16sa en differentialekvation
y" +ay’ + by = h(t)
ar foljande.
1. Hitta pa nagot sitt en 16sning yq till ekvationen.
2. Bestdm alla 10sningar z till motsvarande homogena ekvation

2+ a2z +bz=0.

3. Den allménna l6sningen till den givna inhomogena ekvationen &r nu y = yo + 2.
Eftersom vi nu klarar av steg 2, si &r det som &aterstar for att fullstindigt 16sa en differentialekvation
y" +ay +by =h(t)

att hitta en enda 16sning yo. En sddan l6sning brukar kallas en partikuldrlésning och kan ibland hittas
med en ldmplig typ av ansats. Vi ger forst nagra exempel och formulerar sedan nagra riktlinjer.

Exempel 3.9 Lis differentialekvationen y" —y = t.

Med hjalp av den karakteristiska ekvationen vet vi att motsvarande homogena ekvation
2 —2=0

har I6sningen z = Ae’ + Be~!. For att hitta en partikulirlosning konstaterar vi att hdgerledet i
y'—y=t

ar ett forstagradspolynom och chansar pa att det finns en 16sning som ocksa dr ett forstagradspolynom.
Vi ansétter darfor
y=at+b

och férsoker bestimma bestimma a och b, sa att vi far en 16sning till differentialekvationen. Med y = at+b
far vi 4’ = a och y” = 0. Vi siitter in i differentialekvationen och ser att vi vill ha
0—(at +b) =t

for alla t. Genom att identifiera koefficienterna pa béda sidor ser vi att vi far en 16sning genom att ta
a = —1 och b = 0. En partikuldrlésning yo &r alltsd yo(t) = —t. Detta ger att den fullstdndiga 16sningen
till differentialekvationen
yr-y=t
ar
y=1vyo+2=—t+ Ae' + Be™ !
dar A och B &r godtyckliga konstanter.
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Exempel 3.10 Lés differentialekvationen y" —y = e2t.

Den tillhérande homogena ekvationen dr samma som i féregiende exempel s& dess 16sningar kan vi redan.
For att hitta en partikuldrlésning ansétter vi y = ae?* och forsoker bestimma a s& att vi har en 16sning.
Da ar 3y = 2ae? och y" = 4ae?. Darfor vill vi ha en konstant a sa att

4ae?t — qe? = e?!
dvs
3ae?t = e?t.
Detta intraffar om a = % s& en partikulérlésning yo dr darfor
o2t
Yo = —
3

och den allminna 16sningen darmed
2t

y= % + Ae' + Be ',

Exempel 3.11 Lés differentialekvationen v —y =t + e?t.

Har utnyttjar vi vara tva foregdende exempel och det faktum att L(y) = y” — y ar linjar. Med y; = —t
och yo = e—;t galler enligt de foregiende exemplen

L(y1) =t och L(ys) = e*.
Nu sétter vi yg = y1 + y2 och ser att eftersom L &r linjar

L(yo) = L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2) = t + €*".

Alltsa ar

th

Yo = —t+ ?
en partikuldrlosning till ekvationen. Denna har darfor den allménna 16sningen
o2t
Y= —t—|—?—|—Aet—|—Be_t.

Exempel 3.12 Bestim en partikuldrlosning till v’ —y = et.

For att forsoka hitta en partikulirlésning ansitter vi y = ae’. Men detta leder till 3/ —y = 0 s& vi kan
aldrig fa ett a s& att y”’ —y = e?. Det krivs alltsd en annan typ av funktion for att f& en partikulérlsning.
Ett sitt att forsoka forenkla problemet dr att infora en ny funktion u genom y = elu. Detta leder till att
y' =etu' +etu=et(u +u) och y"’" = et (v’ + ') + et (u' +u) = et (u” + 2u' + u). Eftersom detta ger

y// —y= et(u// + 2u/)

s& har vi

om
u’ +2u = 1.

Har ar hogerledet en konstant och vi ansdtter ' som en konstant eftersom det inte finns nigot u i
vansterledet. Med v’ = a far vi v” = 0 och i ekvatioen uv” + 2u’ = 1 far vi

04+2a=1

dvs

a = —.

2

Vi vill alltsé ha en funktion u sd att v’ = 5. Det far vi genom att ta u = % En partikuldrlosning till den

1
§ -
ursprungliga differentialekvationen ar darfor

Yo =

N =+
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Exempel 3.13 Bestdm en partikuldrlosning till
y"' —1y — 2y =sint.

Derivator av sint och cost ger upphov till nya uttryck i sint och cost. Man kan dérfor hoppas pa att en
ansats av typen
y =asint + bcost

skall kunna ge oss en partikulérlosning. Denna ansats leder till

y = asint + bcost

y = acost—bsint

" = —asint — bcost
vilket innebér att
y' —y —2y=(—3a+b)sint + (—3b— a) cost.

Vi har darfor en 16sning till
y" —y— 2y =sint

om

-3¢ + b =1
—a — 3 = 0
Detta system har 16sningen a = —% och b= %, s& en partikuldrlosning till differentialekvationen ar

S sint+ = cost
= —— SIn — COST.
L) 10

Av exemplen kan vi dra f6ljande slutsatser om hur man kan forscka hitta partikuldrlosningar.

h(t) polynom ansitt y polynom av samma grad.
h(t) = cert ansétt y = aet
h(t) = esinkt + dcoskt ansétt h(t) = asinkt + bcos kt

Dessutom sig vi att man kan bli av med en faktor ¢** i hogerledet, genom att inféra en ny funktion

u genom y = eFu.

3.5 Uppgifter
1. Los foljande differentialekvationer.
(a) ty +y=1t
(b) ty’ +3y=1?
() ty —y =12
(d) (2 +4)y +4ty =t

2. Bestam en funktion f(x) s att
2

(@) +2zf(x) = we™™
och f(0) = 1.
3. Los foljande differentialekvationer.
(a) yy’' =1 med y(0)
(b) yy’' =t med y(0)
(c) ¥ = y* med y(0)

4. Bestam den 16sning till differentialekvationen

1.
1.
1.

ty' +y* =1

som uppfyller



5. Los differentialekvationerna

(a) ty' =y

(b) (2t + 1)y =3y
(c) y =ev?
d v =4
(e) y' +¢€ —et v

6. P ir en godtycklig punkt pé en kurva, N ar skirningspunkten mellan z-axeln och kurvans normal i
P, och O &r origo. Bestdm kurvan om man vet att den gar genom punkten (1,2) och att hela tiden
strackan OP &r lika lang som PN.

7. Los foljande differentialekvationer
(a) v/ =3y +2y=0
(b) ¥ +4y' +4y =0
(€) 2" =2y +y=0
(d) 3y —2y' =0
8. Bestdm den eller de funktioner som uppfyller
(a) y" =8y =9y =0,y(0) =0, y'(0) =1.
(b) ¥ =4y =0, y(0) =0, y(r) = 0.
(c) ¥ +4y=0,y(0) =0, y(m) =0.
9. For vilka virden pé talet k finns det andra 16sningar till problemet
y" +k*y =0, y(0) = y(m) =0
an den dar y(t) = 0 for alla t? Bestdm i dessa fall dven l6sningarna.
10. Los foljande differentialekvationer.
(a) v' — 4y +4y =2t + 8
(b) 0.5y" +y=1t>—Tt+10
(€) y" =7y +10y = ¢’
@)y +y=e¢
() y'+y=sin2t
() " =2y +y=te'
(g) v/ +y=e"tsin2t
11. Los foljande sé kallade begynnelsevirdesproblem

y" —y=c¢e', y(0) =2 och y/(0) = %

4 Svar till uppgifterna.

Avsnitt 1
Dz+FE
L. m+_+(w 1)2+ 2+¥+1
2. 1n§
3. tlnZ
4. In2 — 3\/_
5. (a) 2arctan |l +z| + In|z — 1| — $In (2% 4 22 + 2) (b)7 — 2arctan3 + £ In 10
6. 1In2
7.
Omec>0: %(%—arctan%)
Omec>0: 1
Om —1<e¢<0: %}—i‘bdérb:\/—c
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Avsnitt 2

2 sin 5z—5sin 3x+10sin x
. 16

4. Bada ir 1/2.

5. 1/2 respektive 0.

Avsnitt 3
1L (@y="%t+0t! (b) y =L 4t
(©y=1*+Ct (d)y=1+C2+4)2

2. f(z) = (1+2%/2)e
3. (a)y=+v2t+1 (b) y=+vt2+1 ()y=(1-t)1

L@y=f M) =1 (c) y(t) = -1
5. (a) y=Ct (b) y = C(2t + 1)3/? (c)y=—-In(C+e)
(d) y=Cet/? —t -2 (e) In|1 —e¥|+ et = C eller y(t) =0

6. y>2—22=3eller 22+ y?> =5

7. (a) y = Ae' + Be™ (b) y = (A+ Bt)e
(c) y = €e"/?(Asin L + Bcos §) (d) y = Ae2/3 4 B
8. (a)y=r15- (" —e™") (b) y(t) =0 (¢) y = Asin2t

9. k godtyckligt heltal # 0. Losningarna dr y = Asin kt dir A &r en godtycklig konstant.
10. (a) y = 22 4+ (A + Bt)e* (b) y =t> — Tt + 9+ Asint\/2 + Bcosty/2

(c) y = 0.1#3 + 0.21¢% + 0.234t + 0.1218 + Ae® + Be?!
(d) y = 0.5¢t + Asint + Bcost
(€) y = —H22 | Asint + Bcost (f) y = (A+ Bt + £)et

(g) y=e"%0.2cos2t — 0.1sin2t) + Asint + Bcost

11. y= (1 +0.5t)e! + et
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