Kompletterande teori for Envariabelanalys del B pa I

J A S, ht-04

1 Bestidmda integralen

1.1 Bestdmda integralens definition

Antag att f(z) dr en begridnsad funktion definierade pa (det begrénsade) intervallet [a,b]. Vi vill ha en
precis definition av vad som bér menas med arean mellan grafen till en funktion och z-axeln. Detta ar
inte helt oproblematiskt for funktioner i allménhet som vi ska se i ett exempel senare. For att fa rimliga
riakneregler ska vi rikna area Over z-axeln positivt och area under densamma negativt. Det tal som méter
denna area ska vi beteckna f; f(x) dz och kalla det integralen av funktionen f(z) mellan grinserna a och
b (eller dver intervallet [a, b]).

Vi bérjar med att definiera vad som menas med en dver- respektive undersumma till f(x) pa [a,b]. En
dversumma #r arean (med tecken som ovan) av ett stapeldiagram pa [a, b] som ligger ovanfor grafen till
f(x). En undersumma &r pa liknade siitt arean av ett stapeldiagram som ligger under grafen till f(z). I
detalj kan detta skrivas sa hér:

Dela in intervallet i delintervall genom att viilja ett antal (n + 1) punkter i det:

a=1xy <z < Ty <...<umx, =Db Vilj tal My och my, sa att f(z) < My, respektive my < f(z), nir
zp <z <xks1, k=0,1,...,n— 1. Talen

n—1

S = Z Mk($k+1 - Ik) = Mo(Il - Io) + Ml(ﬂjg - Il) + ...+ Mn—l(xn — xn—l)
k=0

och )
s = Z mg(Trr1 — k) = mo(x1 —xo) + my(xe — 1)+ .o+ Mp_1(Tn — Tp—1)
k=0

kallas da 6ver- respektive undersumma till f(x) 6ver intervallet [a, b].

Fig 1. Figuren illustrerar ett stapeldiagram

7 som ligger ovanfor grafen till en funktion. Are-
Z/ \ / an av stapeldiagrammet, ddr area under x-
A\\ A axeln ridknas negativt, kallas en 6versumma

\\// b till funktionen.
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Fig 2. Figuren illustrerar ett stapeldiagram

som ligger under grafen till en funktion. Are-
\ / an av stapeldiagrammet, dar area under z-
/k axeln rdknas negativt, kallas en undersumma
a ‘o b till funktionen.

/s

En funktion f(x) har forstas ett otal éver- och undersummor, men varje 6versumma S dr storre dn varje
undersumma s, dven om de kommer fran olika indelningar av intervallet [a, b]. Det betyder att méngden
av tal som dyker upp som &versummor till f(z) &r nedat begridnsad ( av t.ex. en undersummma), och
har dérfor, enligt fullstindighetsegenskapen hos de reella talen, en stérsta undre begrinsning U (infimum
av méngden av alla 6versummor till f(z)). P4 motsvarande vis finns det ett minsta tal L storre dn alla
undersummor ( supremum av méingden av undersummor till f(z)). Det géller att L < U eftersom varje
undersumma dr < U. Om det intréffar att de tva talen L och U é&r lika dr f(x) integrerbar 6ver [a, b:




Definition 1.1 En begrinsad funktion f(x) pa [a,b] dr integrerbar dver intervallet om det finns precis
ett tal mindre dn eller lika med alla dversummor och stdrre dn eller lika med alla undersummor till f(x)
dver [a,b]. Detta tal betecknas da
b
/ f(z)dx.

Ett exempel pa en funktion som inte dr integrerbar éver [0,1] far man om man sitter f(x) = 1, nér
x dr kvot mellan tva heltal (z rationellt tal) och f(z) = 0, annars (z irrationellt tal). En fundamental
egenskap hos de reella talen dr att det mellan tva (olika) tal, vilka som helst, finns saviil oéindligt manga
rationella tal, som irrationella. Funktionen har dérfor (i detta fall rent av) en minsta dversumma som &r
U =1 och en storsta undersumma som #r L = 0. Det betyder att (vi med den definition vi nu har) inte
kan méta arean mellan grafen till denna funktion och x-axeln.

Vi behover veta att vara vilkdnda funktioner dr integrerbara:
Sats 1.1 Antag att f(x) dr kontinuerlig pa [a,b]. Da dr f(x) integrerbar éver [a,b).

Anm. Minns att en kontinuerlig funktion pa ett slutet begréinsat intervall antar sa vil ett storsta som
ett minsta vérde. Vi kallar skillnaden mellan dessa for variationen av f(z) pa intervallet.

Lemma 1.1 Antag att f(x) dr kontinuerlig pa [a,b]. Da finns det, for varje tal € > 0, en indelning av
[a,b], sa att dr f(x) har variation < € pa var och en av delarna.

Bevis av satsen (under forutséittning att lemmat giller) Vi kan bevisa satsen genom att for varje tal
€ > 0 bestdmma en versumma S och en undersumma s, sa att S — s < e. Lyckas detta géller ndmligen
0<U—-L<S—s<e,forvarjee >0,salU — L =0.

For att klara detta delar vi enligt lemmat upp [a,b] i, 14t oss séga n delar sa att f(z) har variation
< ¢/(b— a), pa varje del. Lat delningspunkterna vara

a=z9g< a1 <T2<...<xTp =0.

Lat sedan M}, och my, vara funktionen f:s storsta respektive minsta virde pa intervallet [z, zx41] och S
respektive s den 6ver- respektive undersumma vi kan fa fran detta val. Da géller att

n—1 n—1
S—s=> (My—my)(wpr1 —ax) < (e/(b—a) Y (wry1 —ax) = (¢/(b— a))(wn — 7o) = €.
k=0 k=0
|
Bevis av lemmat Antag att detta inte dr mojligt f6r nagot € > 0. Dela [a, b] = [ag, bo] mitt itu. DA &r

det heller inte mojligt pa minst en av de tva delarna, lat oss séga [a1, b1]. Proceduren kan upprepas och
vi far en avtagande 6ljd av intervall I, = [an,by], n = 0,1,2,..., av lingd (b — a)/2", sadana att f(x)
har variation > € pa varje I,.

Enligt inkapslingssatsen finns ett tal r som ingér i samtliga dessa intervall. Eftersom f(z) &r kontinuerlig

ir finns en omgivning till » dér f(x) har en variation < e. Men denna omgivning innehaller ocksa I,,, nir
n &r tillrdckligt stort. En motségelse. Detta visar i sin tur lemmat. |

Beviset av lemmat visar ocksa att vi, fér varje € > 0, kan dela in intervallet [a,b] i lika stora delar, s&
att den kontinuerliga funktionen f(x) har variation < €, pa varje del. For att se detta erséitter man frasen
“dela upp [a,b] i delar sa att f(x) har variation < €, pa varje del” i beviset med “dela upp [a,b] i lika
stora delar sa att f(x) har variation < ¢, pa varje del” och upprepar resten av beviset.

Antag att man gjort en sadan indelning med n + 1 delningspunkter:
a=20 <1 <Tog<...<Tp_1<xp=n"=.

Eftersom avstandet mellan alla dessa punkter dr det samma ((b — a)/n, som vi for korthets skull kallar
Ax) har vi att 2 = a + k(b — a)/n. Summan

n—1

> fla+k(b—a)/n)Az = f(zo)Az + f(z1)Ax + f(22)Az + ... + f(zn_1)Az,

k=0



som kallas en Riemannsumma for f(z), ér da i allménhet varken en versumma eller en undersumma
till f(z). Anda géller att

b n—1
| / fl@)dz =" fla+k(b—a)/n)Az| <.
a k=0
Detta motiverar att

b n—1
/ f(z)dx = nlLIrolo Z fla+ k(b—a)/n)Ax,
@ k=0

och ger en viktig mojlighet att, f6r kontinuerliga funktioner, tolka integralen som ett griinsvirde (eller en
oéndlig summa). Detta forklarar ocksa symbolerna “ f ” och “dx” som alltsa star for generaliserad summa
respektive infinitesimalt (odndligt litet) tillskott i variabeln.

1.2 Integralkalkylens huvudsats

Vi ska se att man kan integrera kontinuerliga funktioner genom att “derivera baklinges,” men behover
for detta

Sats 1.2 (Integralkalkylens medelvirdessats) Antag att f(x) dr kontinuerlig pa [a,b]. Da finns ett
tal £, a < & < b, sa att

b
/ f(@)dz = (b— a)F(€).

Beviset bygger pa den sa kallade satsen om mellanliggande viirden: Om f(z) dr kontinuerlig pa ett intervall
och antar viirdena A och B dér, sa antar f(z) &dven alla virden mellan dessa bada tal pa intervallet.

\ :. f Fig 3. Mellan a och b finns (minst) ett tal x, sa att
f(§) rektangeln med intervallet [a,b] som bas och f(x)

som hojd har arean fj f(x)dx.

a ¢ b

Bevis. Eftersom f(z) &r kontinuerlig pa [a, b], antar den ett stérsta viirde M och ett minsta virde m pa
intervallet. Detta ger oss éversumman M (b — a) samt undersumman m(b — a) och

1 b
< < M.
m_bia/af(x)dx_

Enligt satsen om mellanliggande virden finns nu ett tal £ mellan a och b, sa att f(€) dr mellersta ledet.
[ |

Antag nu att funktionen f dr kontinuerlig pa [a,b]. For ett fixt = i intervallet dr da f; ft)dt ett tal.
(Att vi hir bytt fran « till ¢ i integralen beror pa att vi nu anvéinder « som en av grénserna i integralen.)
Vi far pa detta vis en ny funktion f(z) = [ f(t)dt fran var gamla funktion f(x). Nésta sats, som &r
nyckeln till berikning av integraler, ger sambandet mellan f(z) och f(x).

Sats 1.3 Antag att f(x) dr kontinuerlig pa [a,b]. Da dr

fo = [ rwa
kontinuerlig pad [a,b] och deriverbar pd (a,b) med f'(x) = f(x).

Bevis. Vi ska undersoka differenskvoten

z+h

(U/R)(F(z + h) — F(z)) = (1/h) / f(x) d,

x

nir h — 0. Enligt integralkalkylens medelvirdessats dr detta f (&), for ndgot £, mellan = och x+h. Vi ser

att &, — x, néir h — 0. Eftersom f(x) &r kontinuerlig ger detta att (1/h)(f(z+h)—f(x)) = f(§n) — f(z),
nir h — 0. Enligt derivatans definition betyder detta att f'(z) = f(x).



Eftersom f(x) dr deriverbar i (a,b) 4r den ocksa kontinuerlig dér. Att f(z) dessutom #r kontinuerlig nir
r = a och x = b foljer direkt av integralkalkylens medelvirdessats. T.ex ar f(x) = (z — a)f(&,), for
nagot &, mellan a och z. Later vi z — a, ger detta f(z) — 0- f(a) = 0, som ju &r f(a). P4 liknande
siitt &r f(x) — f(b) = (b — x)f(&), for nagot tal & mellan z och b, vilket ger att f(z) — f(b) — 0 eller
f(x) — f(b), nér x — b. [

Sats 1.4 (Integralkalkylens huvudsats) Antag att f(x) och F(x) dr kontinuerliga pa [a,b] och att
F(z) dr en deriwerbar pd (a,b) med F'(x) = f(z), for alla x i (a,b). Da gdller

b
/fumx:F@_me

Anm. En funktion F(x) sadan att F'(z) = f(z) kallars en primitiv funktion till f(x). Sats 1.3 visar att
varje kontinuerlig funktion definierad pa ett intervall har en primitiv funktion. Enligt satsen &r nimligen
= [ f(t) dt en primitiv funktion till f(z).

b
Det &r brukligt att skriva {F(m)} for talet F'(b) — F(a).

Bevis. Sitter vi f(z) = [” f(z)dx har vi f'(z) = f(x) = F'(z). Eftersom bada funktionerna &r deri-
verbara pa (a,b) och kontmuerhga pa [a,b] ger detta att F'(z) — f(z) &r en konstant lat oss sdga C, pa
f

) =
intervallet. Av F(z) = f(x)+C ser viatt F(b)—F(a) = f(b)+C—(f(a)+C) = - —fa f(z)dx—0.
|

2 Differentialekvationer

2.1 Linjara av forsta ordningen

En differentialekvation av typen
y' +alt)y = b(t)

kallas linjir av forsta ordningen. Specialfallet a(t) = 0 #r enkel att 16sa, eftersom

har 16sningen
y:/Mﬂﬁ:B@+C

dér B(t) dr en godtycklig primitiv funktion till b(¢) och C en godtycklig konstant. (Vi forutsitter hir att
vi loser differentialekvationen pa ett intervall.) Det allménna fallet angriper man genom att aterféra det
pa specialfallet enligt foljande:

Lat A(t) vara en primitiv funktion till a(t), sa att A’(t) = a(t). Da géller
(y- D) =y - e 4y DA (1) = A Oy + alt)y).

Vi multiplicerar dérfor ekvationen
y' +alt)y = b(t)

med e?() och konstaterar att den dirigenom Gvergar i
(50 = b(t)eH

dér vi kan integrera och fa
y-et® = /b(t)eA(t) dt.

Hér bestdmmer vi de primitiva funktionerna och l6ser darefter ut y.

Sammanfattning:



For att 16sa en differentialekvation av formen
y' +a(t)y = b(t)
gbr man sa hér.

1. Bestédm en primitiv funktion A(#) till a(t) och multiplicera differentialekvationen med e,
Denna faktor kallas den integrerande faktorn.

2. Differentialekvationen 6vergar i

%(y . eA(t)) = b(t)eA(t).

3. Integrera och 16s ut y.

Exempel 2.1 Lds differentialekvationen

(t+ 1)y +2y=(t+1) fort>-1.
Vi skriver forst om ekvationen pa formen y’ + a(t)y = b(t). Division med (¢ + 1) ger

2
Ty =y =(t+1)>2
Yty (t+1)

Eftersom [2/(t+1)dt = 2In (¢t + 1) + C &r 2"+ = (¢ +1)2 en integrerande faktor. (Det riicker med
en och vi har valt den vi far med C = 0.) Efter multiplikation med denna far vi ((t + 1)%y)’ = (t + 1)2*2
och alltsa

(t—|—1)2y:/(t—|—1)4dt
dvs (t+1)%y=(t+1)°/5+Csomger y = (t+1)3/5+C(t+1)72.
Exempel 2.2 Bestim den funktion f(t) som utéver f'(t) + 2tf(t) =t uppfyller f(0) = 1.

Funktionen satisfierar alltsa differentialekvationen y’ + 2ty = t. Eftersom ¢? &r en primitiv funktion
2 2 2
till 2t &r e*” en integrerande faktor. Differentialekvationen kan dirfor skrivas (ye!” )’ = te!”. Detta ger

ye752 =/ tet” dt. 1 denna integral kan vi gora variabelsubstitutionen u = 2, som leder till att du = 2tdt,
och fa [te!” dt = (1/2) [ e* du = e*/2 + C.

Nir vi gar tillbaka till ¢ kan vi alltsi se att yet” = ftet2 dt = (1/2)et2 + C. Vi l6ser ut y genom att
dividera med et”. Detta leder till y = 1/2+ Ce~t’. Fér nagot virde pa C #r alltsd

ft) = % +Ce .

Eftersom vi dessutom ska ha 1 = f(0) méaste 1 =1/2+ Ce~%" dvs C' = 1/2. Svaret blir dérfor

2

11 1 2
==+t =—(1+e ")
f)=5+5e" =50+

2.2 Linjara differentialekvationer av andra ordningen med konstanta koeffi-
cienter

De ekvationer vi skall betrakta ar av formen
y" 4+ ay’ + by = h(t)

déir a och b dr konstanter, medan h(t) &r en given funktion.

Antag att f(t) och g(t) dr tva losningar till ekvationen, dvs att f” 4+ af’ +bf = h och ¢” + ag’ + bg = h.
Skillnaden av dessa bada ekvationer ger att (g — f)” +a(g — f) +b(g— f) =0, dvs g — f &r en 16sning
till ekvationen

y" +ay + by =0.



Denna ekvation kallas den homogena ekvationen associerad med den ursprungliga. Den ursprungliga
ekvationen kallas den inhomogena ekvationen (om h # 0).

Antag vidare att vi lyckas bestdimma alla 16sningar yj, (h star {6r “homogen”) till den homogena ekvationen
Yy’ + ay + by = 0, och att vi dessutom hittar en 16sning y,, motsvarande t.ex. f ovan (p star for
“partikulér”), till den inhomogena ekvationen.

Varje 16sning ¢ till den inhomogena ekvationen kan da skrivas g = y, + (9 — yp), dér g — y, &r en av
funktionerna yy,.

Det betyder att om vi hittar en 16sning ¥, till den inhomogena ekvationen och lyckas bestdmma alla
l6sningar yy, till den homogena ekvationen, sa ges alla 16sningar till den inhomogena ekvationen av y, +y.

Vi har alltsa:
Sats 2.1 Antag att y, dr en losning till
Yy 4+ ay + by = h(t).
Da ar en funktion f en ldsning precis ndr det finns en ldsning yp, till
y'+ay +by=0

sa att
f= Yp + Yh-

Strategin for att 16sa en differentialekvation
y" +ay + by = h(t)

blir med hjélp av satsen foljande.

1. Hitta pa nagot sétt en losning y, till ekvationen (kallad partikulérlosning).

2. Bestédm alla losningar y;, (kallade homogenldsningarna) till motsvarande homogena ekvation
y'+ay +by=0

3. Den allménna l6sningen till den givna inhomogena ekvationen &r nu y = yp + yn.

Uppléagget ar i fortsdttningen att vi forst behandlar de homogena ekvationerna och dérefter de inhomo-
gena.

2.3 Homogena ekvationer

Vi borjar med ett recept for att 16sa homogena differentialekvationer och tittar efterat pa motiveringar
till varfor det fungerar.

For att 16sa differentialekvationen
y' +ay +by=0

16ser man forst den sa kallade karakteristiska ekvationen
rP4+ar+b=0.

Detta &r alltsa en helt vanlig andragradsekvation sa det finns tva 16sningar r1 och r5. Vi maste nu dela
upp i tre olika fall.



Fall 1: 1,75 reella och olika.
I detta fall &r 16sningen till den homogena differentialekvationen

y = Ae™ + Be™!
dér A och B ar godtyckliga konstanter.

Fall 2: r{,r; reella men lika.
I detta fall kan vi sétta r; = ro = r och 16sningen &r

y=(A+ Bt)e"
med A och B ar godtyckliga konstanter.

Fall 3: r1,ry komplexa. I detta fall &r rotterna av formen r1, 7o = a4i3 med § # 0. Losningarna
till differentialekvationen kan da skrivas

y = e**(Acos Bt + Bsin 3t)

déar A och B ar godtyckliga konstanter.

2.3.1 Exempel pa anvindningar av receptet

Exempel 2.3 Lds den homogena differentialekvationen
y//_y/_2y:0.

2

Tillhorande karakteristiska ekvation &r r“—r—2 = 0 med rétterna r; = —1, ro = 2. Differentialekvationens

allménna 16sning ar darfor
y = Ae~' + Be?'.

Exempel 2.4 Lds differentialekvationen

y" — 4y + 4y = 0.

Den karakteristiska ekvationen 2 — 4r + 4 = 0 har dubbelroten r; = ry = 2. Differentialekvationen har

dérfor den allménna losningen
y = (A + Bt)e*.

Exempel 2.5 Lds differentialekvationen

Yy — 4y +13y =0

Ekvationen r? — 47 + 13 = 0 har rotterna 1,79 = 2 + 3i. Det innebér att differentialekvationens (reella)
l6sningar &r
y = e*(Acos 3t + Bsin3t).

2.3.2 Belysning av teorin

Vi vet att 16sningarna till
Y +ay=0
ges av y = Ce~%, dir C #r en godtycklig konstant.

Idén ar att skriva om
Y +ay + by =0,

sa att den ser ut som en forsta ordningens differentialekvation.

Antag att 7, och ry &r rotterna till den karakteristiska ekvationen r2 + ar 4+ b = 0. Vinstra ledet kan da,
med hjilp av faktorsatsen, skrivas (r — 71)(r — ro) = r2 + ar + b. Genom att multiplicera ihop ser vi att
a = —(r1 + ra2) och b = ryry. Utnyttjar vi detta kan differentialekvationen skrivas

0=y " +ay +by= (4 —ry) —ra(y —r1y).



Sétter vi nu z =y — 1y blir ekvationen
0=2 —ryz,

som har 18sningarna z = Caee™?, diir Cy #r en godtycklig konstant.
For att 16sa vy’ + ay’ + by = 0 aterstar det nu att 16sa
y —riy = Cee™?.

Ekvationen har den integrerande faktorn e™"*, sa (ye™"1*) = Cpe(r2— 1)t

Vi maste nu skilja pa tva fall f6r att kunna integrera hogra ledet.

1. 71 # ro. Integration ger
yefﬁt _ Be(rzfrl)t+A7

didr B = Cy/(ry — 1) och A dr en godtyckliga konstanter. Vi 13ser ut y och far
y = Ae"'t + Be™!,
déar A och B dr godtyckliga konstanter.

2. r1 = ry. Integration ger nu
ye "t = Oyt + A.

Om vi kallar Cy for B och loser ut y far vi
y = (A + Bt)erlt,

dédr A och B dr godtyckliga konstanter.

I rdkningarna har vi tillatit 7y och ro att vara komplexa tal (trots att talen a och b i den ursprungliga
ekvationen normalt forutsétt vara reella tal).

Om 71 = ro ger sambandet a = —(r1 + r2) = —2r1, att ry = ro fr reellt.
Den karaktéristiska ekvationen kan alltsa bara ha l6sningar som inte &r reella om 71 # 7o.

Om r1 = a + 10, didr a och (8 &r reella, kommer ro = o — i3. Anvénder vi nu att

elatiBt — gat (it — oot (cos Bt 4 i sin Bt).

far vi att
Yy = Alerlt + Blerzt = Gat((Al + Bl) COS ﬂt + Z(Al — Bl) sin Bt)

Hér kan vi tdnka oss att A; och By ocksa kan vara komplexa, sa att med hjilp av dessa kan fa fram
vilka reella A och B som helst genom A4; + By = A och i(A; — B1) = B. De reella losningarna till
differentialekvationen &r dérfor
y = e*(Acos Bt + Bsin 3t).
2.4 Inhomogena ekvationer
Tidigare konstaterade vi att strategin for att l6sa en differentialekvation
y" +ay’ +by = h(t)

ar foljande.

1. Hitta pa nagot sétt en 16sning y, till ekvationen.

2. Bestdm alla 16sningar y;, till motsvarande homogena ekvation

y" +ay' +by = 0.

3. Den allménna l6sningen till den givna inhomogena ekvationen &r nu y = y, + y.



Eftersom vi nu klarar av steg 2, sa ar det som aterstar for att fullsténdigt 16sa en differentialekvation
y" +ay' +by = h(t)

att hitta en enda lésning y,. En sddan 16sning kan ibland hittas med en lamplig typ av ansats. Vi ger
forst nagra exempel och formulerar sedan nagra riktlinjer.

Exempel 2.6 Lds differentialekvationen vy’ —y =t.

Med hjilp av den karakteristiska ekvationen vet vi att motsvarande homogena ekvation y” —y = 0 har
losningen y = Ae® + Be~t. For att hitta en partikulirlosning konstaterar vi att hogerledet i "/ —y = ¢
ar ett forstagradspolynom och chansar pa att det finns en 16sning som ocksa ar ett férstagradspolynom.
Vi ansiitter déarfor y = at + b och forséker bestimma bestdmma a och b, sa att vi far en 16sning till
differentialekvationen. Med y = at + b far vi 3’ = a och y” = 0. Vi sétter in i differentialekvationen och
ser att vi vill ha 0 — (at + b) =t for alla t. Genom att identifiera koefficienterna pa bada sidor ser vi att
vi far en 16sning genom att ta a = —1 och b = 0. En partikuléirlosning y, ar alltsa y,(t) = —t. Detta ger
att den fullstéindiga 16sningen till differentialekvationen y” —y =t &r y = y, + yp, = —t + Ae’ + Be™*,
déar A och B ar godtyckliga konstanter.

Exempel 2.7 Lés differentialekvationen y"” — y = e,

Den tillhérande homogena ekvationen dr samma som i foregaende exempel sa dess 16sningar kan vi redan.
For att hitta en partikuldrlosning ansitter vi y, = ae?® och férsoker bestimma a sa att vi har en 16sning.
Da ér y, = 2ae* och y) = 4ae?. Dirfor vill vi ha en konstant a sa att 4ae® — ae® = e dvs 3ae® = e
Detta intriffar om a = 1/3 sa en partikuldrlésning y, dr dérfor y, = €* /3 och den allménna lésningen

dirmed y = e*/3 + Ae' + Be™t.
Exempel 2.8 Lis differentialekvationen y' —y =t + e**.

Hir kan vi utnyttja de tva foregiende exemplen. Med y; = —t och yp = e2!/3 giller enligt de foregéende
exemplen

yi—yi=t och gy —ys=e".

Nu sétter vi y, = y1 + y2 och ser att

Yp =Y = (1 +42)" — (g1 +y2) =t + e
Alltsa &r y, = —t + €* /3 en partikulérlosning till ekvationen, som dérfor har den allménna lésningen
y=—t+e?/3+ Aet + Be L.

Exempel 2.9 Bestim en partikuldrlosning till " —y = et.

For att forsoka hitta en partikulérlosning ansétter vi y, = ae’. Men detta leder till y;,’ —yp = 0sa vi kan
aldrig fa ett a sa att yj’g' —yp = €'. Det kriivs alltsa en annan typ av funktion for att fa en partikulérlosning.
Ett sitt att forsoka forenkla problemet #ir att inféra en ny funktion v genom y = eu. Detta leder till att
Yy = et +etu = e'(u +u) och vy = et (v’ + ) + et (v + u) = et (u” + 2u’ + u). Eftersom detta ger
y" —y=et(u” +2u') sd har vi y’" — y = €' precis niir

u’ +2u = 1.

Har ar hogerledet en konstant och vi ansétter u;, som en konstant eftersom det inte finns nagot w i

vénsterledet. Med u;, = a far vi v = 0 och i ekvationen u” +2u’ = 1 far vi 0+ 2a = 1 dvs a = 1/2. Vi
vill alltsa ha en funktion u, sa att u;, = 1/2. Det far vi genom att ta u, = ¢/2. En partikulédrlosning till
den ursprungliga differentialekvationen ar dérfor

Exempel 2.10 Bestim en partikuldrlsning till

y"' —y — 2y =sint.



Derivator av sint och cost ger upphov till nya uttryck i sint och cost. Man kan dérfor hoppas pa att en
ansats av typen
Yp = asint + bcost

skall kunna ge oss en partikuldrlosning. Denna ansats leder till

Yp =  asint+bcost
y, =  acost—bsint
y, = —asint—bcost

vilket innebéar att
Yy — Yy — 2yp = (—3a + b)sint 4 (—=3b — a) cost.

Vi har dérfor en 16sning till
y' —y— 2y =sint

om
-3¢ + b =1
—-a — 3b = 0.

Detta system har 16sningen a = —3/10 och b = 1/10, sa en partikulérlésning till differentialekvationen &r

_ 3 int -+ ! t
Yp = —1g S0 1o cost-

Av exemplen kan vi dra foljande slutsatser om hur man kan férsoka hitta partikulidrlosningar.

h(t) polynom ansétt y polynom av samma grad.
h(t) = cert ansitt y = aett
h(t) = esinkt + dcoskt ansétt h(t) = asinkt + bcos kt

Man kan bli av med en faktor e** i hogerledet, genom att infora en ny funktion « genom y = e¥

2

3 Serier och talféljder

3.1 Talfoljder

En talféljd (eller foljd eller sekvens av tal) &r en oéndlig upprikning av reella tal:
ai, a2, Az,y..., Ap, ...

Observera att det inte finns nagot krav pa att talen i upprékningen ska vara olika.

Exempelvis ér 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, ... en talfoljd. Ett sdtt att ange en talf6ljd &ar att, som
ovan, rikna upp de forsta talen och sedan hoppas att ldsaren forstar fortséittningen. Ett annat ar att ge
en definition av det n:te talet i féljden. Exempelvis kan man ange en foljd genom att séga att a,, dr det
n:te primtalet i storleksordning. Ett annat exempel far man om man sétter a,, = 1/n, ddr n > 0. I detta
fall avses foljden 1/1, 1/2,1/3, .... I definitionen av talf6ljd ovan har vi forutsatt att det forsta talet i
f6ljden har index 1. Detta &r inte nédvéndigt. Man kan anvéanda vilket heltal som helst som forsta index.

Definition 3.1 FEn talfoljd a, dr konvergerar mot ett tal A, om det for varje € > 0, finns ett heltal N
med egenskapen att |a, — A| <€, ndrn > N.

Man skriver da a,, — A, nidr n — oo, eller lim,,_,, a,, = A.

Ett alternativt sétt att formulera detta &r att talfoljden a, konvergerar mot A om varje omgivning
till A innehaller alla a, utom for #ndligt manga index n. Detta &r inte det samma som att sidga att
varje omgivning till A innehaller alla tal i foéljden utom #ndligt manga. Exempelvis innehaller varje
omgivning till 1 alla utom &ndligt manga av talen i f6ljden 0, 1, 0,0, 1,0,0,0,1,0,0,0,0, 1, .... Men
om omgivningen till 1 inte innehaller talet 0 kommer upprikningen av talen att ge tal (dvs 0) utanfor
omgivningen odndligt manga ganger.

Om en talfoljd inte konvergerar mot nagot tal &r den divergent.
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Exempelvis ar talfsljden 0, 1,0, 0, 1,0,0,0, 1,0, 0, 0, 0, 1, ... divergent, medan talféljden 1/n &r kon-
vergent med grénsvérdet 0.
En talfoljd a,, dr vizande om varje tal i upprikningen ér storre (eller lika med) sin foregangare: a,, < an41

(fér varje n). Den dr avtagande om det motsatta forhallandet géller. En {6ljd som antingen ér viixande
eller avtagande kallas monoton.

En talfoljd a, &r uppat (nedat) begrénsad om det finns ett tal som &r storre (mindre) dn alla talen i
uppréikningen.

Exempel 3.1 Féljden a, = 1 — 1/n dr vizande och uppdt begrinsad av 1, medan foljden a, = —n dr
avtagande, uppat begrdinsad av 0 men inte nedat begrinsad.

Sats 3.1 Varje uppat begrinsad vizande talfoljd ar konvergent.

Pa samma vis &r varje nedat begrinsad avtagande foljd konvergent.

Bevis. Lat a,, beteckna talféljden. Méngden av tal som ingar i den &r uppat begrénsad och har darfér en
minsta ovre begrénsning a. En omgivning till a innehaller nagot tal a,, ur talféljden, eftersom a dr den
minsta 6vre begransningen. Eftersom f6ljden dr vixande giller att a,, < a, < a, nir n > ng, sa varje
omgivning till @ innehaller alla a,, utom for dndligt manga index n.

3.2 Allmint om serier

Nér a,, ar en talfoljd kallas uttrycket

o0

Zai:ao—&-al—l—ag—l—...—i—an—&—...

i=0
for en serie. Serien hir borjar med index ¢ = 0, men det dr inte nodvindigt. Nér inga missforstand anses
kunna uppsta skrivs vénstra ledet ovan ofta ), a;, sa att man sjélv far begripa med vilket virde pa i
man borjar och att ¢ fortsdtter mot oo.

Det ar viktigt att forsta att oéindligt manga tal inte alltid kan summeras till nagot vettigt. Talféljden n
ger serien 14+ 2+ ...+ n+ ... som forstas inte kan summeras till nagot vettigt. Inte heller talfljden 1/n
kan summeras, men det dr svarare att forstad. Diremot kan serien man far av talféljden 1/n? beriiknas.
Ett beromt resultat dr nadmligen

14+1/224+1/3% +...+1/n* +... =7%/6.
Men, vad ska egentligen likheten i detta betyda? Vad betyder det att summera oéindligt manga termer?
Till serien > a; kan man bilda sa kallade partialsummor (eller delsummor). Den n:te partialsumman &r

n

Sn:Zai:ao—i—al—l—ag—i—...—&—an
i=0
Den femte partialsumman till >, 1/i? &r t.ex. 14+ 1/4+1/9 4+ 1/16 + 1/25 = 5269/3600.
Det &r naturligt att forsoka definiera serien summa som griansvirdet av partialsummorna:

Definition 3.2 En serie ) . a; dr konvergent om foljden av dess partialsummor Si,Sa,...,Sy,... dr
konvergent. Annars dr den divergent.

Om serien dr konvergent och grinsviirdet av partialsummorna &r S séger vi att seriens summa ar S och
skriver >, a; = limy, .o Sy, = 5.

En viktig serie &r den geometriska serien. Lat x vara ett tal # 1. Serien ), z* har da partialsumman
Sp = 14+z+2%+...+2". Man ser genom multiplikation att (1—z)S,, = 1—2"*1 54 S,, = (1—2"*1)/(1-x).
Narx=14ar S, =n-+1.

Av detta ser vi att S, har ett gransvirde (1/(1 — z)) bara nér |z] < 1.

Serien ). 2" &r konvergent med summan

> 1
i_
;m T 1l-=x

nér |z| < 1 och divergent annars.
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Exempel 3.2 Serien Y_,_, 1/i? dr konvergent.

Dess partialsummor S,, bildar en véxande foljd av tal som &r uppat begrinsad. Vi har namligen (se
figuren nedan)

n 197 1
Sn:1+1/22+...+1/n2§1+/ 1/x2dx=1+[——]1:2——<2.
1 X n

Vi har dérmed sett att seriens summa har mening, men inte lyckats beriikna den. Att summan blir 72 /6

ar vésentligt svarare att visa.
1,

Sats 3.2 Om serien Y, a; dr konvergent, sa gdller att a, — 0, ndr n — oco.

Bevis. Om S, betecknar seriens n:te partialsumman, sa vet vi att foljden S,, har ett grinsvarde S, nér
n — oo. Foljden S, 41 har forstas samma gransvirde S. Vi har

an+1:Sn+1_S'rl_>S_S:O7

nar n — oo.

Det &r viktigt att forsta att omvindningen till satsen inte giller (i allménhet).

1/n

Exempel 3.3 Serien ), e/’ r divergent, eftersom e har grdinsvdirdet 1 ndr n — oo.

Exempel 3.4 Serien ), _, 1/i dr divergent trots att 1/n — 0, ndr n — oo.

Seriens partialsummor bildar ndmligen en vixande f6ljd som inte dr uppat begrinsad:
n+1
Sn:1/1+1/2—|—...+1/n2/ 1/zdx =In(n+1)
1

Eftersom In(n + 1) — oo gor dven S,, det, nér n — oo.
En serie ), a;, dér alla termer a,, &r > 0 kallas for en positiv serie.

En serie dir termerna turas om att vara > 0 och < 0 kallas en alternerande serie. En sadan kan skrivas
>, (=1)'a,, dér alla a,, & > 0. For alternerande serier géller

Sats 3.3 Om Y_,_,(—1)%a; dr en alternerande serie dér a,, > 0 dr en féljd som avtar mot 0, sd dr serien
konvergent.

Bevis. Enligt forutsidttningen géller 0 < a,41 < ay, for alla n. Vi har
Sony1 = (ap —a1) + ...+ (az2n — aznt1) = Son—1 + (a2n — @2n41) > Son—1,
sa de udda partialsummorna bildar en vixande foljd. Den dr uppat begrinsad eftersom
Sont+1 =ag — (a1 —ag) — ... — (aap—1 — Q2n) — A2p+1 < ag

Lat S vara grinsvirdet av dessa udda partialsummor nér n — oo. Vi har So,, = So,11 + aopy1. Eftersom
a, — 0 ser vi nu att dven de jimna partialsummorna har grinsvirdet S, ndr n — co. Darmed &r serien
konvergent.

Exempel 3.5 Serien Y .(—1)"/i dr konvergent eftersom den dr alternerande och foljden 1/n avtar mot
0.
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3.3 Positiva serier

Det kan kinnas nedslaende att det &r svart att berdkna seriers summor dven om vi vet att de &r konver-
genta. Men det ar tillrickligt intressant att kunna avgora om en serie konvergerar eller divergerar for att
det ska vara modan vért att systematisera fragan. For en positiv serie dr foljden av partialsummor S,
vixande och &r darfor konvergent precis nér den &r uppat begriansad. Detta faktum gor att fragan om
konvergens for positiva serier dr sérskilt enkel att besvara i flera fall. Det réicker att avgora om foljden av
partialsummor dr uppat begrinsade eller ej.

3.3.1 Jamforelsekriterier

Sats 3.4 (integralkriteriet) Antag att det finns en avtagande kontinuerlig funktion f(z) > 0, sd att
f(n) =a,. Da dar fo x)dx och ), a; antingen bada konvergenta eller bada divergenta.

Hir &r valet av den nedre grinsen till 0 ovésentligt; det fungerar lika bra med vilket (hel)tal som helst.

f
&
a, | Fig 4. S5 — ap dr en undersumma till f05 f(z)dx.
a; -
a, -

I

1 2 3 45
) f
%- ] 5
% - Fig 5. S5 #r en 6versumma till [ f(z) da.
a, -

1 2 3 45

Bevis Antag forst att integralen konvergerar. Om vi delar in intervallet [0,n] i n lika stora delar sa &r
Sp — ag, dir S, dr n:te partialsumman till serien, samtidigt en undersumma till f(z) pa [0, n], sa

Sy —ag < f()

Detta ger S,, < ag + fo x) dx, sa den viixande foljden S,, dr uppat begrinsad och dérfér konvergent.

Antag sedan att serien konvergerar. Delain [0,n+1] i n+1 lika stora delar. Da &r seriens n:te partialsumma
Sh en oversumma till f(z) pa [0,n + 1]. Eftersom S,, & uppat begréinsad (av gransvirdet S), ar dven
fo x)dz (som vixer med w) uppat begrinsad. Alltsa har fl (z)dx ett gransvirde nir w — oo, och
Jo° f(x)dx &r konvergent.

En Vlktlg slutsats &r

Serien

=1
2

i=1

ar divergent néar p < 1 och konvergent nir p > 1

Man jamfor serien med [ (1/2?) da.

Sats 3.5 (Jamforelsekriteriet) Antag att ), a; och ), b; dr positiva serier med a, < by, for alla n.
Om ), a; dr divergent sa dr ), b; divergent. Om ), b; dr konvergent sa dr ), a; konvergent.

Bevis. Lat S,, och T}, beteckna partialsummorna till ), a; respektive ) . b;. Bada dessa foljder &r vixande
och forutsdttningarna ger S,, < T,, for alla n.

Om forsta serien dr divergent &r .S, inte uppat begridnsad och da kan heller inte T,, vara det. Alltsa &r
dven andra serien divergent.
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Om andra serien dr konvergent &r foljden T,, uppat begrinsad och dédrmed &r dven S,. Detta ger att
forsta serien ar konvergent.

Exempel 3.6 Serien Y, cos?(i)/i* dr konvergent.
Vi jamfor med Y, 1/i% som vi vet dr konvergent och utnyttjar att cos?(n)/n* < 1/n?.

Sats 3.6 (Kvotkriteriet) Lat ), a; vara en positiv serie, sadan att ani1/a, har ett grinsvirde L, nér
n — 00. Om L <1 dr serien konvergent. Om L > 1 dr den divergent. Ingen slutsats kan dras om L = 1.

Bevis. Vi ska jimfora serien med en geometrisk serie. Antag forst att an41/a, — L < 1. Vilj ett tal r
mellan L och 1: L < r < 1. Fér stora viirden pa n, 1at oss siga n > ng, kommer da a,y1/a, att vara
< 7. Detta ger att a,i+1 < a,r, nir neqno. Vi far a,,+1 < ap,r och sedan anyio < Gpgt1” < ApyT>.
Upprepning ger a4+ < anork. For partialsumman S,, géller alltsa niar n > ng att

Sn = Sng—1+ (Ang + Gngt1 -+ an) < Sng—1 + ang(L+ 7+ ... +2r"770).

Eftersom r < 1 &r den geometriska serien ), r* konvergent. Det foljer att #ven S,, #r konvergent och
alltsa &r serien konvergent.

Nér an11/an — L > 1 géller att a,+1 > an, nir n ir stort. Alltsa kan a,, inte ga mot 0, nir n — oo, sa
serien ar divergent.

Exempel 3.7 Avgér for vilka a > 0, som Y_,_, a'/i dr konvergent.

Med a, = a™/n har vi ap41/a, = an/(n + 1) som har grénsvirdet a, nir n — oo. Serien #r alltsa
konvergent nér a < 1 och divergent nir a > 1. Nar a = 1 dr serien divergent.

Exempel 3.8 Serien Y ,_, 1/i* dr konvergent och ant1/an, = (n/(n+1))* — 1, nir n — oc.

De tva senaste exemplen illustrerar att ingen slutsats kan dras nér L = 1.

3.4 Allminna serier

En serie ), a;, dér inget sdrskilt antas om tecknet pa a;, dr absolutkonvergent om (den positiva) serien
>, lai| &r konvergent.

T.ex. &r Y, cos(i)/i*> absolutkonvergent. Vi har namligen att > ,_, |cos(i)/i?| & konvergent om vi
jamfér med den storre konvergenta serien »,_, 1/i?.

Sats 3.7 Om ), a; dr absolutkonvergent, sa dr den ocksa konvergent.

Bevis. Tricket dr att skriva serien som en skillnad av tva konvergenta positiva serier. Vi har a, =
|an| = (Jan| — an), s&
Zai == Z |al| — Z(\cm — ai).
] ] 3
Bada serierna i hogra ledet ar positiva och den forsta &r konvergent enligt antagandet. Fér den andra har

Vi |an| — an < 2|ay|, sd jimforelsekriteriet ger att dven denna ér konvergent.

Exempel 3.9 Serien Y,_, cos(i)/i%, som varken dr alternerande eller positiv, dr konvergent eftersom
den dr absolutkonvergent.

En serie som #r konvergent men inte absolutkonvergent ségs vara betingat konvergent. Ett exempel pa en
sadan &r den alternerande serien )., (—1)"/i.
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4 Potensserier

4.1 Allméant om potensserier

En serie av formen Y,_, a;(x—a)*, dir x &r en variabel och a ett tal, kallas en potensserie (kring a). Talen
a,, (som antas kénda) kallas seriens koefficienter. I potensserier &r det viktigt att man startar indiceringen
sa att inga negativa potenser av x foérekommer.

Det forsta problemet som dyker upp ér att forsoka bestdmma for vilka x som serien kan summeras till
ett tal: for vilka virden pa x konvergerar serien?

Man kan ténka pa potensserier som en generalisering av polynom. Seriens partialsummor &r polynom
med variabeln . Generaliseringen bestar naturligtvis i att vi nu tillater oss att ta med oindligt manga
termer. Nackdelen blir da forstas att vi inte kan vara sikra pa att serien summerar till ett tal for givet x.

Vi har flera ganger rakat ut for att de elementéira funktionerna inte ricker till for att genomfora kalkyler.
Ur denna synvinkel kan vi tacksamt ta emot potensserier som ett nytt (och stort) tillskott av funktioner
med definitionsméngd de z for vilka de konvergerar.

Sats 4.1 Antag att >, a;x* konvergerar for x = xo. Dd dr serien (absolut)konvergent nir |z| < |zo].

Om vi erséitter z med = — a i serien ser vi att om ), a;(z — a)* konvergerar fér = z, konvergerar den
(absolut) nér |z — a| < |zo — al.

Bevis. Idén &r att jaimfora Y, |a;z’| med en geometrisk serie.

Fran férutsdttningen far vi att lim,,_,oc a,zy = 0. Det betyder att talféljden a,z{ &r begrénsad. Lat oss
séga att |apzy| < M, for alla n.

Antag att |z < [zo| och sitt r = [2|/|zg| < 1. Vi har d& att |a,z"| = |apzg|r™ < Mr". Eftersom r < 1
konvergerar den geometriska serien M ). r* och dérmed &ven den mindre (positiva) serien ), a;z*|.

Av satsen foljer det att ett av foljande dmsesidigt uteslutande fall kan intréffa for en potensserie
>, aile - a)'
1. Serien &r absolutkonvergent for alla z,

2. det finns ett tal R > 0, s att serien &r absolutkonvergent for alla x sadana att |z — a|] < R och
divergent for alla x med |z —a| > R

3. serien konvergerar bara nir x = 0.

Talet R kallas seriens konvergensradie och det &r brukligt att sétta R = oo i fall 1) och R =01 fall 2).

Om vi ténker pa en potensserie Y, a;(z —a)’ som en funktion, 4r den alltsa definierad for alla z sidan att
|z —a|] < R, dir R &r seriens konvergensradie. Den &r definitivt inte definierad nér |z — a| > R. Méngden
(som bestims av) |z — a| < R dr ett symmetriskt intervall runt a dér #indpunkterna a + R inte ingar.
Betriffande dndpunkterna sa kan ingen av dem, en men inte den andra eller bada inga i potensseriens
definitionsméngd. De x for vilka serien konvergerar kallas seriens konvergensintervall.

For bestdmma en series konvergensradie kan man ofta anvinda kvotkriteriet for positiva serier.
Sats 4.2 Om |ay41/an| — L, nirn — oo, sd har potensserien Y, a;(z —a)® konvergensradien R = 1/L.

Hér ska 1/L tolkas som R = oo nér L = 0 och som R = 0, nér L = oo.

Bevis. Vi har, enligt forutsittningen, att |a,11(x—a)" " /(a,(x—a)™)| = |ani1/an||z—al har gransviirdet
Lz — al.

Enligt kvotkriteriet konvergera dérfor potensserien (absolut) nér L|z—a| < 1 och divergerar nér L|z—a| >

1.

Detta ger konvergens nér |z —a| < 1/L och divergens nér |z —a| > 1/L, sa konvergensradien &r R = 1/L.

Exempel 4.1 For vilka x konvergerar potensserien

oo .
7

£t ] — 42
1=2

(z —2)7?



Vi har hiir att |a,y1/a,] = (14 1/n)(n? — 1)/(n? + 2n), som har grinsviirdet L = 1, niir n — oo.
Konvergensradien #r R = 1/L = 1/1. Serien konvergerar alltsa (absolut) nir |z — 2| < 1.

Nér 2 = 1 far vi den alternerande serien > ._,(—1)"/(1 —i*) med termer som avtar mot 0 och dérfér &r
konvergent.

Nér z = 3 far vi —,_,i/(i* — 1). Eftersom n/(n? — 1) > n/n? = 1/n och serien > _._, 1/i &r divergent
ar potensserien divergent néir x = 3.

Potensserien konvergerar alltsa nér x ligger i intervallet [1, 3[.

Det vara pa sin plats att papeka att man inte behover anvinda sats 4.2 for att bestdmma konvergens-
radien. Om man i stéllet i exemplet anvénder kvotkriteriet for vanliga serier far man kvoten

(n+1)(x—2)"tt 1 -n?

1—(n+1)2 n(x —2)»

som har grinsvirdet |« —2|, ndr n — oco. Det betyder att serien konvergerar nér |z —2| < 1 och divergerar
nér detta uttryck &r > 1. Potensserien konvergerar alltsa for alla . Det ger konvergensradien 1.

Exempel 4.2 Bestim konvergensradien till
P(z) =) 4"z —a)*"
i=0

Observera att i detta exempel &r bara var tredje koefficient # 0, sa kvoten av koefficienter |a,y1/an]
saknar gransvirde (&r inte ens alltid definierad). Vi anvénder det vanliga kvotkriteriet och far kvoten

4n+1($ _ a)S(n—i—l)

4n(z — a)3n

)

|* néir n — oo. Enligt kvotkriteriet har vi konvergens nir 4|(z — a)|® < 1,

| > 1. Potensseriens konvergensradien #r alltsa

som har griansvirdet 4|(z — a)
dvs nir |(z — a)| < 471/3 och divergens nir 4|(z — a)
R=471/3

Exempel 4.3 Bestim konvergensradien till P(x) = >_._, a;x*, dir

4n ndr n dr jimnt
ay, = _ . .
" 4" ndr n dr udda

Aven hir saknar a, 1 /a, grinsvirde. Vi loser problemet genom att skriva P(x) som en summa av tva
potensserier.
P(z) = Z42ix2i I Z4—2i—1$2i+1
i i

Hér har pi(z) = Y, 4%°2?" konvergensradien 1/4, medan py(z) = Y, 472 12%*! har konvergensradien
4. Det betyder att P(x) konvergerar nir |z| < 1/4.

Nér 4 > |x| > 1/4 divergerar pi(x), medan py(z) konvergerar. Alltsa kan inte P(z) konvergera (fér da
hade py(x) = P(z) — p2(x) konvergerat) nér 4 > |z| > 1/4.

Potensserien P(x) har alltsa konvergensradien 1/4.

4.2 Derivering av potensserier

Som tidigare ndmnts kan vi tdnka pa potensserier som ett tillskott till vart forrad av funktioner. Det
blir darfor naturligt att fraga om sadana funktioner &r deriverbara och om vi kan bestdmma primitiva
funktioner till dem.

Det visar sig att potensserier gar utmirkt att derivera (inuti sina konvergensintervall). I sjdlva verket
gar de att derivera hur manga ganger som helst! For att forsta detta kan man anvidnda foljande sats
upprepade ganger.

Sats 4.3 (Termvis derivering) Antag att P(z) = >,_,a;xz" har konvergensradie R > 0. Dd dr P(x)
deriverbar ndr |x| < R och



Satsen innehaller (bland annat) pastendet att hogra ledet i likheten ovan konvergerar nir |z| < R.
Den "termvisa derivatan” har alltsa en konvergensradie som #r minst lika stor som den ursprungliga
potensserien. Om vi kombinarar sats 4.3 med sats 4.4 som vi ska visa senare ser vi att P'(x) och P(x) i
sjdlva verket har samma konvergensradie.

Genom att ersitta z med x—a ser vi att vi ocksé kan derivera P(z—a) = >, a;(z—a)" termvis. Derivatan
blir Y, ia;(x — a)"" .

For att visa satsen ska vi beridkna gransvirdet av differenskvoten

P(z+h)—P(z) (z+h) -2
h _Z;% h

nidr h — 0. Har stoter vi pa patrulll Summan #r definierad som ett grinsvirde, sa vi har tva olika

gransvirden staplade pa varandra. Nar man har den situationen kan man inte utan vidare kasta om
ordningen i vilken man tar grénsvirdena som foljande exempel visar.

Exempel 4.4 Vi har

hm(mn ):hmO:Q
z—=0 \y—=0x +y z—0
men
hm(hm ):hml:L
y—0 \z—0x +y y—0

Vi delar upp beviset i tre steg.

Lemma 4.1 (Steg 1) Om>_._, a;x" har konvergensradien R > 0, s dry_,_, ia;x" ", (absolut)konvergent
nar x| < R.

Genom upprepad anvéndning ser vi att dven >, . i(i — 1)a;x*~? &r konvergent nir |z| < R.

Bevis. Vilj ett r s& att |z| < r < R. Eftersom |z|/r < 1 har vi att (|z|/r)"~! #r en exponentiellt
avtagande funktion av n. Detta ger att n(|z|/r)"~* — 0, nir n — 0o; en exponentialfunktion dominerar
ju 6ver ett polynom.

Foljden n(|z|/r)"~! &r alltsd begrinsad. Lat oss siga att n(|xz|/r)"~! < M, for alla n.
Vi far nu

n—1 __ n—1 m n-l n—1
nl|an||x| = nlay|r " < Mlay|r

Eftersom 0 <7 < R ér ), |a;|r'~" = (1/r) 3, |ai|r" konvergent. Jimforelsekriteriet ger nu att
> iy da;z ™!, dr (absolut)konvergent nir |z| < R. [ ]

Vi ska visa att satsen genom att visa att

(P@+h%<HMVh—zymﬂ:E:%Git%::i—m“ﬁ

har gransvirdet 0, ndr h — 0. Tricket ar att forsoka fa ut ett h utanfor serien sa att serien som blir kvar
ar oberoende av h och konvergerar.

Det visentliga steget ar

Lemma 4.2 (Steg 2) Ndrn > 2, finns det ett tal b mellan x och x + h, sa att

(x 4+ h)™ —a™

b —nz" "t < |h|n(n — 1)[b|" 2

Bevis. Medelvardessatsen ger ett a mellan x och x + h, sa att

(x4 h)" —a™
h

— nan—l

Samma sats ger ett b mellan x och a (och alltsd mellan = och = + h), sa att

(x+ h)™ — ™

W —nz" ' =na" !t —na" !t =n(n—1)(a—2)b" 2
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Eftersom a ligger mellan x och « + h har vi |z — a| < |h|, och pastaendet foljer.

Bevis av sats 3.3 Antag att || < R och vélj ett r sa att |z| < r < R. Vi kan férutsiitta att h ar sa litet
att |x| + |h] < r. Av detta foljer att alla tal mellan = och © + h har absolutbelopp < 7.

Vi o
Q= (P(x+h)—Px))/h— Zax—z (W—ixi_l).

=2
och fran steg 2 har vi nu att
" —
‘w - na:"_l‘ < |hln(n — 1)r"—2

Tillsammans ger detta

G(W —i )| < 2 it — 1

Den sista serien &r konvergent (och oberoende av h) enligt steg 1. Vi ser tillsist att ¢ — 0, ndr h — 0.

4.3 Nagra ”vilkdnda” serier

Vi ska nu se att slitet i forra avsnittet var médan vart. De mest fantastiska samband kommer att uppen-
bara sig! Vi kommer t.ex. att kunna rikna ut In(3/2) med god approximation bara genom att addera,
multiplicera och dividera. Lika sa kommer vi att kunna berékna sin(1) utan att méta pa en enhetscirkel.

I detta avsnitt kommer vi flera ganger att anviinda symbolen n!, (dir n dr ett naturligt tal,) som betyder
produkten av alla heltal 1,2,...n, dvs n! =1-2-...-n. Man brukar ocksa sétta 0! = 1 av praktiska skal.

Vi borjar med potensserien P(x) =, 2% /il. Kvotkriteriet ger konvergensradien R = co. Potensserien
dr alltsa (absolut)konvergent for alla x.

Termvis derivering ger P'(z) = Y_,_, 2'~1/(i — 1)! (giltigt for alla ) som faktiskt & P(z), med annan
indicering. Vi har alltsd P'(x) = P(z), sa P(xz) = Ce®, for nagon konstant C.

Men P(0) = 1, s& P(z) = e® (for alla virden pa z). I ett slag har vi beridknat oéndligt manga (en for
varje reellt tal =) oédndliga summor!

Z—' =¢e” for alla x
i=0

Vi later P(z) = >, (—=1)'2?"/(2i)! och ser att P'(z) = >,_,(=1)'2?1/(2i — 1)! och P"(z) =
Sy (=1)%220=Y /(2(i — 1))! som dr —P(z), med annan indicering. Detta ger P”(x) = —P(x) och sedan
P(z) = Acos(z) + Bsin(x).

Men P(0) =1 och P'(0) =0,sa A=1och B =0, sa P(z) = cos(x). Detta &r giltigt nér = har |z| < R,
dér R dr konvergensradien for P(z).

Kvoten av absolutbeloppet av tva pa varandra féljande termer i P(z) &r |22|(2n +2)~1(2n + 1)~! som
har griansvirdet 0, nir n — co. Detta ger att P(z) har odindlig konvergensradie. Vi far alltsa

s z 21
Z = cos(z) for alla x
1=
Derivering av detta ger Y_,_,(—1)'2?~1/(2i — 1)! = —sinz, fér alla 2. Ny indicering ger sedan
oo z 22+1
Z = sin(x) for alla =
P 21 +1)!

For att komma vidare behover vi en konsekvens av sats 3.3 av generell karaktér.

Sats 4.4 (Termvis integration) Om P(z) =Y. _,a;(x — a)" har konvergensradie R, sd dr

H—l

x—a)
/ dm—ZaZ T +C
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ndr |z —a| < R.

Bevis. Enligt sats en om termvis derivering &r derivatan av hogra ledet P(z).

For att fa pastaendet om giltigheten att stimma maste vi visa att serien i hogra ledet ér (absolut)konvergent
nér |z — a| < R, dvs att konvergensradien inte minskar vid termvis integration.

Vi har att P(z) &r absolutkonvergent nér |z — a| < R. Sétt

Q(z) = Zai(:p —a)/(i+1)=(z—a) Zai(z —a)'/(i+1).

i=0 i=0
Eftersom @ "
anllz — a
il 7~ _qaqlm
2 < aulle —af
dr dven Q(x) absolutkonvergent nér |z — a| < R. [

Vihar ), _,2' = 1/(1 — ), nér |z| < 1, sa vi har ocksd Y_,_,(—z)" = >,_,(—1)"z" = 1/(1 + z) och
Yio(=1)i2? =1/(14 2?), nér |z < 1.

Termvis integration ger nu

o0 it
Z<_1)1i i In(1 + z), nér |z| <1
i=0
och
o0 2t
;(—1)222, e arctan(z), nér |z| < 1,

eftersom likheterna stdmmer niar x = 0.

5 Taylorpolynom och approximation

Idén #r att forsoka approximera en funktion f(z) med ett polynom p,(z) i ndrheten av en punkt z = a.
Vi ska forsoka gora detta genom att lata p,(x) ha samma derivator upp till ordning n som f(z) iz = a.
Detta polynom kallas Taylorpolynomet av grad n till f(x) i punkten a. Samtidigt ska vi forsoka halla
reda pa vilket fel som uppstar nér f(x) ersitts med p,(z).

Eftersom derivatorna ska stdmma upp till ordning n ser vi genast att

7'(a) @), f9a)
o @ma) e

() (g
1@

3
(r—a)’+...+ "

pu(z) = fla) +

Problemet som kvarstar dr att forsta skillnaden mellan f(x) och p,(x); hur vél approximerar polynomet
funktionen?

Sats 5.1 Antag att f(z) har kontinuerlig derivata av ordning n+ 1 i en omgivning till a . Nér x ligger
i demna omgivning gdller da att

£0+00)
(n+1)!

('T’ - a)n+17

f(@) = pn(2) +

for nagot tal @ mellan x och a.

Bevis. For att slippa en ovésentlig men komplicerande detalj i beviset ska vi bara genomféra det under-
forutséttning att x > a. Beviset bygger pa upprepad partiell integration. Lat = vara fixt.

1) - f(a) /ﬁmwﬁz
= - 0f O+ [ a0 o=

- w—wfwwwe@—w%n#wm+/?w—ﬁmv®mﬁ=
- @—@f@ﬂ«@—@Wmﬂmwwe@—wWwﬂﬁwm+/7@—wWwﬂ@@ﬁ
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Upprepning ger nu

f(@) =pu(z) + /x %ﬂ"“)(t) dt.

Enligt forutsittningen dr f+t1 kontinuerlig mellan a och x och antar dérfor ett storsta viirde M och ett
minsta virde m i intervallet mellan a och z, sa att m < f(*+1(¢) < M.

Om vi multiplicerar med (x — ¢)™/n!, som #r > 0 nir ¢ ligger mellan a och x, far vi att
_ 4\n _\n
)

(z ="
n! n! '

(n+1)
Fo e < At

Integration fran a till x ger nu

(x —a)"*! Tz )" s (z —a)*!
) S/a ar FTR 0t < M

Division med I = (x — a)"™!/(n + 1)!, som &r positivt, ger nu

L (% (@ —1)" )
< = - fin t)ydt < M.
m_l/a n! ! (8) dt <

Enligt satsen om mellanliggande viirden finns nu ett 6 mellan a och x, sa att mellanledet ar f™+1(6)
och vi far

f(n+1)(9)

n+1
(n+1)! '

/m (1’ —'t)nf(n—i-l)(t) dt = [f(n+1)(9) _

- (x —a)

5.1 Uppgifter

1. Los foljande differentialekvationer.
(a)ty' +y=1t> )ty +3y=1t> (c)ty' —y=1t> (d) #®+4)y +4ty=t.

2. Bestdm en funktion f(x) s att f'(x) + 2z f(x) = ze=®" och f(0)=1.

Los differentialekvationen xy’ + y/2 = 22, for x > 0.

- W

Los differentialekvationen (1 + z2)y’ + 2y = (1 4 22)'/2.
5. Bestdm den 16sning till differentialekvationen dy/dz = (x + y)/2, som &r sadan att y(0) = 1.
6. Man vet att y(z) for —1 < z < 1 16ser differentialekvationen
(1—=2*)y —y=(1+2)*(1 —2), y(0) = 1.
Vad &r y(1/2)7
7. Los differentialekvationen 23y’ = 41Inz — 222y.

8. Los foljande differentialekvationer.
(a) yy' =1med y(0) =1 (b)yy' =tmed y(0)=1 (c)y =y med y(0) = 1.
9. Bestdm den 16sning till differentialekvationen ty’ + 3% = 1 som uppfyller
(@) y(1)=0 (b)y()=1 (c)y(1)=-1
10. Los differentialekvationerna
@ty =y O)@2+1y =3y (Jy=e" ()y=@u+t)/2 (e)y +e' =e""
11. Beriikna y(2) niir y loser differentialekvationen (22 + 4)y’ = y + 4/y, och y(0) = 1.

12. P &r en godtycklig punkt pa en kurva, NV dr skdrningspunkten mellan x-axeln och kurvans normal i
P, och O &r origo. Bestdm kurvan om man vet att den gar genom punkten (1,2) och att hela tiden
strickan OP ar lika lang som PN.

13. Los foljande differentialekvationer
(@) y" =3y +2y=0 () y"+4y'+4y=0 (c)2¢" -2y +y=0 (d)3y"-2y'=0
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Bestdm den eller de funktioner som uppfyller

(a) y" =8y =9y =0, y(0) =0, y'(0) =
(b) ¥y —4y =0, y(0) =0, y(r) = 0.
(c) ¥ +4y =0, y(0) =0, y(r) = 0.

For vilka viirden pa talet k finns det andra l6sningar till problemet y” + k%y = 0, y(0) = y(7) = 0
#n den dér y(t) = 0 for alla t? Bestdm i dessa fall dven losningarna.

Los foljande differentialekvationer.

(a)y" —4y +4y=2t+8 (b) 0.5y +y=t>-Tt+10 (c)y"—Ty' +10y=t> (d)y"+y=¢
(e) vy +y=sin2t (f)y' -2y +y=tet (g)y’' +y=e tsin2t

Los foljande sa kallade begynnelseviardesproblem
y" —y=-¢el, y(0) =2 och y/(0) = %

En partikels rorelse i planet beskrivs av den parametriserade kurvan (z(t),y(t)), som man vet loser
systemet

/

' = 2x—3y
Yy = x—2y.

Nir ¢t = 0 dr partikeln i punkten (4, 2). Vilken hastighet har partikeln nér ¢ = 17

En partikels bana i planet beskrivs av (x(t),y(t)), dir funktionerna uppfyller sambandet

r = xz—y
y = z+3y.

Nér ¢ = 0 befinner sig partikeln i punkten (1,0). Bestdm z(t) och y(t).

Bestédm funktionerna z(t) och y(t), sa att 2(0) = 0, y(0) = 1 och
¥ = 2x-—y
y = x+2y.
En talféljd ges av att ag = 1/2 och att an11 = (a, +a2)/2, nir n > 0. (Nésta tal i f6ljden bestims

alltsa av sin omedelbara foregangare.)

(a) Visa att 1 dr en 6vre begrinsning till foljden och att 0 &r en undre begrénsning. (Ledning:
antag att 0 < a,, < 1 och visa att samma sak géller for a,y1.)
(b) Visa att f6ljden dr avtagande genom att visa att a,/a,+1 < 1, for alla n > 0.

(¢) Argumentera for att foljden dr konvergent och bestdm dess grinsvirde (ndr n — o0o.)

Berakna summan av serien

s

>4

=0

Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka &r absolutkonvergenta?

> Ini > ;And = 2 = l 2
- )Y (D' () Y e d) Y (-1
i=1 i=1 i=0 i=0
Bestdm konvergensradien till
x i
(=1)* i
OB (b) Y5
=0 i=0
For vilka virden pa x konvergerar serien
= (it)? = (<)
b . 7
Y ; @i (b) ;21(2'%1)9”
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Berdkna summan av serien
1+ 4242y
3 5 g T
For vilka = konvergerar serien?

Bestdm konvergensradien for serien

3 6 9 .’,E12

T
1+ 4= 42 42
+3'+6'+9'+12'+

och visa att den lgser differentialekvationen y” + ¢’ + y = e”. Beriikna seriens summa (med hjilp
av elementéra funktioner).

Visa att serien . .

t
Ltgtgt

loser differentialekvationen y” — y = — cost, y(O) =1, ¢'(0) = 0. Bestdm seriens summa. For vilka
t dr den konvergent?

Berikna

= 2ii(i — 1)
Bestdam Taylorpolynomet av ordning
(a) tre till f(z) = (1 + 22)~! kring punkten z = 0,
(b) nio kring z = 0 till funktionen f(z) = (1 — 2®)71,
(c) fyra till cos(2x) kring = = 0,
(d) fem till f(x) = x cos(z) kring punkten z = 0,
(e) fyra till f(z) = er/x kring punkten z = 1
(f) tre till f(x) = In(x) cos(z) kring punkten x = 2.

Lat

Bestdm konvergensradien for P(x) och visa att P(x) loser differentialekvationen y” — ¢y’ +y = 0.
Uttryck P(z) med hjilp av elementéira funktioner (for z i konvergensintervallet).

Avgor om serien
)i

Z 21—|—1 3t

=0

konvergerar. Bestdm i sa fall dess summa.

Avgbr om serien
)i

2@ 21—1

Mg

=0

konvergerar. Bestdm i sa fall dess summa.

Visa att

(24 (—1))a?
oy =3 2D

loser differentialekvationen y” — y = 2 cos(z), y(0) = 1, y’'(0) = 0 och berékna serien

oo2+
D

=0

z+1

<.

Lat

=
8
~
Il
(e
0
[N}
~
3
8
[~}
3

1+n

n=2

For vilka virden pa z édr p(x) konvergent. Uttryck p(z) med hjilp av elementéra funktioner i det
inre av konvergensintervallet.



36.

37.

38.

Svar till uppgifterna
L (ay=t/3+Ct7t M) y=t*/5+Ct3 ()y=t>+Ct (d)y=1/4+Ct*+4)2
2. flz) = (1+2%/2)e .
3. y(x) =222 /5+ Cx~ /2,
4. y(z) = (x+ C)(1 +2)~ /2
5. y(z) =3e*/? —x — 2.
6. 3/8+ (1/6 +1)V/3.
7. y(x) = 2(lnz)? + C)ax2
8. (@y=v2t+1 (b)y=vVEe+1 (Jy=(01-1)"
9. (@ y=@-1/F+1) (b yt)=1 (c)yt)=-L
10. (a) y = (b) y=C2t+1)%? (c)y=—-In(C+e?)
(d )y—C’et/2 —2 (e)In|l—eY|+e' + C eller y(t) = 0.
11. Vbe™/4 — 4,
12. y2 — 2?2 =3eller 2> +y?> =5
13. (a) y = Ae! + Be* (b)) y=(A+ Bt)e %
(c) y = et/?(Asin(t/2) + Beos(t/2)) (d) y = Ae*/3 4+ B.
4. (a)y= (" —e%)/10 (b) y(t) =0 (c)y= Asin2t.
15. k godtyckligt heltal # 0. Losningarna &r y = Asin kt dar A &r en godtycklig konstant.
16. (a) y = (t+5)/2+ (A+ Bt)e?* (b)y=1>—Tt+9+ Asintv/2+ Bcosty/2
(c) y = 0.1#3 + 0.21¢2 + 0.234¢ + 0.1218 + Aed + Be?®  (d) y = 0.5¢* + Asint + Bcost
(e) y=— 81n(2t)/3 + Asint + Beost  (f) y = (A+ Bt +t3/6)e!
(g) y=e"%0.2cos2t — 0.1sin2t) + Asint + Bcost.
17. y = (1 + 0.5t)e! + et
18. Be—ete—et).
19. z(t) = 1 —t och y(t) = te?.
20. x(t) = —e?tsint och y(t) = e?! cost.
21. (c) 0.
22. 15/2.

Avgor om
1 + arctan(z?)

2

fz) =

har ett lokalt extremviirde eller ej i = 0.

el’

Bestdm konstanten a sa att gransvéirdet
.z +atanz
lim —————
z—0 221n(1+ x)
existerar. Bestdm sedan grénsvérdet.
Bestdm konstanten a sa att griansvirdet
.24 cos(xz)e’C3 +ax® — 24
lim
x—0 .’1,‘3 hl(l + CIJ)

existerar. Bestdm sedan grénsvérdet.
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23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.
34.
35.

36.
37.
38.

(a) Divergerar  (b) Konvergerar (c) Konvergerar
(a) 213 (b) 571/2.

(a) 4<z<4 (b)) 2<z<2

1-In(1-2%)/3, -1<z<1.

Summan &r e®/3 + 2e~%/2 cos(v/32/2)/3, for alla z.
y(t) = (cosht + cost)/2 for alla t.

(1-1n2)/2.

(d) Absolutkonvergent.

(a) 1 -2z + 422 — 82 (b) 1+ a3 +25+2° (¢)1-—222+22%/3
(d)z—a3/2+25/24  (e) e+e(z—1)2/2 —e(z—1)3/3 + 3e(z —1)1/8
(f) In2)? +In2(zx —2) + (1 —In2)(z — 2)?/4 + (2In2 — 3)(z — 2)3/24.

Konvergensradien éir oo och P(z) = €*/2 cos v/3z/2.
\/§7T/6.

37 larctan(371) +2711n(0.9).

2cosh1 — cos 1.

In(1 + 22?%)

2
plz) = Spz LT

0

Lokalt maximum.
a = —1 och gransvérdet blir 3/2.

a = —24 och gransvérdet blir 12.

24

nir 0 < |z| <1/v2

niar x =0.



