Losningar till Linjar algebra och flervariabelanalys I, del A 16/3-2002

1. Bilda matrisen A = [vy,va,v3]. De tre vektorerna &r linjart beroende precis da denna innehaller hogst tva
pivotkolonner. Vektorn b &r en linjarkombination av de tre vektorerna precis da systemet Ax = b &r l6sbart.

Vi undersoker dessa bada egenskaper samtidigt genom att studera den utvidgade matrisen.

2

a 1 1 1 1 1 a a
[Abl]=]11 a 1 a [~ 1 a 1 a
1 1 a a? a 1 1 1
Har har vi alltsd bytt plats pa rad 1 och rad 3. Subtraherar vi nu nya rad 1 fran nya rad 2 och a ggr nya rad 1 fran

nya rad 3 far vi den ekvivalenta matrisen

1 1 a a? 1 1 a a?
0 a—1 1—a a—a® |~ |0 a—1 1—a a—a?
0 l1—a 1—a?® 1-4d3 0 0 2—a—a? l4+a—da?*—-d°

(@) Har ser vi att de tre forsta kolonnerna ar pivotkolonner precis dd @ — 1 # 0 och 2 — a — a? # 0. Den sista
likheten intraffar for = 1 och for a = —2. Eftersom den forsta intraffar precis da a = 1 ar alltsa de tre
vektorerna linjar beroende om och endast om a = 1 eller a = —2.

(b) Om vi har pivotelement i varje rad i den reducerade matrisen ar systemet forstas losbart sa det intressanta
blir vad som hander i de bada fallen frn (a). Nar « = 1 bestdr de tva sista raderna i den reducerade
matrisen av nollor och systemet ar I6sbart. Om déremot a = —2 har vi ett pivotelement i sista kolonnen
och da &r systemet inte I6sbart. Slutsatsen ar alltsa att b &r en linjarkombination av de évriga om och
endast om a # —2.

2. Eftersom A ar triangular star egenvardena i huvuddiagonalen. Matrisen A &r diagonaliserbar om och endast
om den har tre linjart oberoende egenvektorer. Eftersom 1 forekommer tva ganger i huvuddiagonalen kommer
A = 1 att vara en dubbelrot till den karakteristiska ekvationen. Det avgdrande blir da om vi kan fa fram
tva linjart oberoende egenvektorer till egenvardet 1. Egenvektorerna som svarar mot egenvardet 1 far vi ur
ekvationssystemet

axrs + 2x3 = 0
3£C3 = 0
—0.55E3 = 0

Om a # 0 ger detta att 3 = x5 = 0 varfor vi far ett endimensionellt egenrum. | detta fall &r alltsd matrisen
inte diagonaliserbar. Om @ = 0 ar enda villkoret z3 = 0 vilket alltsd ger ett tvadimensionellt egenrum och
matrisen ar diagonaliserbar. Tva linjart oberoende egnvektorer &r e; och ey ( dvs de tva forsta basvektorerna
i standardbasen). Vi tar ocksa for a = 0 fram en egenvektor for @ = 0.5. Denna kan alltsa véljas som en av
lésningarna till
0.521 + 223 = 0
0529 + 323 = 0

En l6sning ar [—4, —6, 1]. L&t nu matriserna D och P vara definierade genom

100 1 0 -4
D=0 1 0|ochP=|0 1 —6
0 01 0 0

f

Dé géller A= PDP~'och A" = PD"P~'.Dadn — oo farvi A” — PD; P! dir

1 0 0
Di=10 1 0
0 0 O
Vanlig utrakning visar att
1 0 4 1 0 4
P'=]1016|ochPD;P'=|0 1 6
0 0 1 0 0 O

som alltsd &r gransvirdet.



(a) Om p och q bada ligger i P, sa galler

p(1) +q(1) p(1) q(l)
Tp+aq)=| PO)+d1) [ =] p'(1) |+ ]| d(1) | =T(p)+T(q).
p’(1)+4q"(1) p”(1) "(1)

Om dessutom c &r en konstant sa har vi

ep(1) p(1)
T(ep)=| cP'(1) | =c| P'(1) | =cT(p)
cp”(1) p"(1)

Dessa tva egenskaper karakteriserar en linjar avbildning sa beviset ar klart.
(b) Avbildningens matris ges av [T°(1) T'(t) T'(t?)]. Detta leder alltsa till matrisen

OO =
[ R

1
2
2

(a) Att W ér ett underrum foljer av att den &r nollrummet fér en matris.

(b) Man kan losa uppgiften pd minst tva satt. Dels kan man bestamma projektionen av bfb pd W genom
att utnyttja att denna enkelt kan bestdmmas om man har en ortogonal bas, dels kan man anvanda sig av
minstakvadratmetoden pa ett lampligt system. Vi bestammer forst en bas for W genom I6sa ekvationssys-
temet. Efter att dragit 2 ggr ekv1 fran ekv2 har man

ry + 3rs — brs + zy = 0
—3r9 4+ 6x3 — 3xgy = 0

Har adderar vi ekv2 till ekv 1 varefter vi dividerar ekv 2 med -3. Vi far da

r1r + + 3 — 2x4 = 0
X9 — 25(,‘3 + Ty = 0
Variablerna x5 och x4 ar fria sa vi far
-1 2
B 2|, —1
X =x3 1 T4 0
0 1
Vi kan darfor anvanda vektorerna v = [—~1210]7 och vo = [2 — 101]7 som basvektorer for W men

dessa &r inte ortogonala.

Variant 1.

Vi gar vidare med att skaffa oss en ortogonal bas {u;,us} for . Som u; tar vi vy och véljer sedan
uy = svp + tvy sS4 att denna ar ortogonal mot u; = v;. Det vill sdga att vi skall ha vy - (svy + tva) = 0.
Eftersom v - vi = 6 och vy - vo = —4 ger detta att vi skall vélja s och ¢ s3 att 6s — 4t = 0, exempelvis
s=2o0cht=3,dvs

Uy =2vy +3vy = [4123]7

Den vektor i W som ligger narmast b &r dess projektion pa W som vi med var ortogonala bas kan fram-
stalla som vektorn

-~ b'll1 b'UQ 1
b = u; + Uz = —uj + —Uus
u; - U U2 - U2 5
dvs

3
~ 3| -3
e
1

Det stkta avstandet ar sedan langden av vektorn b — b dvs

\/(3—§)2+(1+§)2+(—5+§)2+(1—§ :%.



Variant 2.
Vi skulle helst velat ha b i W dvs

b =y1vi +y2vo

for nagon vektor y = [y1,y2]?. Later vi A vara den matris som har v; och v, som kolonner s& &r
W = Col A. Detta ger att projektionen av b pa W far vi med hjalp av minstakvadratlésningen till
systemet Ay = b dvs

AT Ay = ATb.
Hér har vi _
-1
r, [-1 210 2 -1 | [ 6 —4
AA_{Q—IOI] 1 0 _{—4 6}
0 1|
och ~
3
n [-1 210 1| [-6
Ab_{ 2 -1 0 1] -5 _[ 6}
1_
Detta leder till att systemet A7 Ay = ATb har lésningen
- [ =3/5
y‘[ 3/5]
Projektionenav b pd W — Col A ar darfor
3
~ . 3| =3
1

och fortséttningen foljer som i forsta varianten.

Svar till Tillaggsuppgifterna

K1 Los pa vanligt satt ekvationssystemet som bildas av de tre ekvationerna, det ger lésningen z = 1 + 3t, y =
—5t, z = t dar ¢ &r en godtycklig parameter.

K2 Fran boken vet vi att losningarna till systemet kan skrivas
1 o -1
x(t) = cret [ 1 ] + et 1 }

och eftersom vi kanner vérdet da t = 0 far vi

dvs

C1 — C2 _ 1—
ci+eca || 2

ochalltsd ¢; = 1.5 och ¢, = 0.5. Detta ger svaret

x(t) = 1.5¢! { 1 ] OBt { . ]



K3 Bilda matrisen

QU o
[ S

D4 &r likheten X2 = —T ekvivalent med att

pat e

Likheterna pa platserna (1,1) och (2,2) ger att varken b eller ¢ kan vara noll. Det ger pa plats (1,2) och (2,1) att
enda mojligheten ar att @ + d = 0 dvs d = —a. Da ser vi att vi har likhet ocksa pa platserna (1,2) Och (2,1)
exakt da bc = —1 — a?. Svaret skulle alltsa vara

X = [‘CL b } dar be = —1 — a2



