Losningar till Linjar algebra och flervariabelanalys I, del A 24/8-2002

1.

(a) Nej, det &r inget underrum. Exempelvis ligger inte nollvektorn i planet.

(b) Ja, sa kan det vara. Exempelvis systemet med tva obekanta: =z + y = 0,2z + 2y = 0,3z + 3y = 0 med
tre ekvationer och oandligt manga losningar.

(c) Jaen linjart oberoende méngd kan utvidgas till en bas och antalet element i denna &r dimensionen.
(d) Nej om det A = 3 sd galler det A? = (det A)? = 9.
(e) Nej det finns inget sadant samband. Till exempel ar matrisen
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Att soka en linje y = ax + b som i minstakvadratmetodens mening bést anpassar till punkterna (1, 1), (2,2) och
(3,4) ar detsamma som att i minstakvadratmetodens mening l6sa systemet:

inverterbar men ej diagonaliserbar.
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Detta gor man genom att l6sa det system man far genom att multiplicera med koefficientmatrisens konjugat:

[1 23] - {a]__l 23] ;
111 31 b R
vilket ger
14 61[a]l [17
6 3 b | | 7|
Detta system har ldsningen a = 3/2 respektive b = —2/3. Den sokta linjen &r darfor
3 2
Yy = 2x 3

. Observera forst att A &r sjalvinvers 4r detsamma som att A2 = 1.

(@) Antag att A ar sjalvinvers, dvs A2 = I. Da galler

BQ:EU—AY:

1 (P—Lmnu+A%:iU—A—A+D:%U—m:B.
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Alltsa ar B idempotent.

(b) Antag nu istallet att B ar idempotent, dvs B2 = B. Daharvi A2 = (I —2B)? =1 —2B — 2B +4B% =
I — 4B + 4B = I sa A ar sjalvinvers.

. Later vi p,, vara sannolkhetsférdelningen for de olika omradena dag n, sd har vi sambandet
Pn+1 = Apn
dar
0 1/3 1/3 1/2
A 0 0 1/3 1/4
10 1/3 0 1/4

1 1/3 1/3 0
For den langsiktiga fordelningen p = [z y z w]” har vi
p=Ap

och dessutom forstas = + y + z + w = 1. Férutom den sista ekvationen ger det oss systemet

x = iy + %z + %w (1)
y = 52 + %w (2)
z = %y . + qw (3)
w =z + 3y + 32 (4)
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Har ser vi av (2) och (3) att y = z vilket i (2) ger y = z = 3w/8. Sétter vi in detta i (1)har vi
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Eftersom alltsa dessutom z + y + z + w = 1 far vi w = 0.4. Sannolikheterna i de olika omradena ar saledes

0.30, 0.15, 0.15 respektive 0.40.

Vektorn v = (2,1, —1) av vektorerna vy = (1,—1,0),ve = (3,0,1) och vz = (4, —1, 1) precis nar det finns
tal ¢(1), cz2, c3 sa att
V = C1V] + CcaVy + C3V3.

Eftersom v ar en linjarkombination av vy, vo, det géller v3 = v + v, s kan den tas bort och fragan blir om
det finns ¢(1), c2 sa att
v =c(l)v1 + cava.

Detta &r ekvivalent med att foljande system &r konsistent.

C1 + 362 = 2
—C1 = 1
Cy = -1

Detta system ar uppenbart inte konsistent s vektorn v &r inte en linjarkombination av de tre 6vriga.

Latvy; = [111]7, vo = [211]7 och v3 = [1 1 2]. Direkta utrakningar visar att Av; = vy, Avy = 2v5 och
Avs = 3vs. De tillhérande egenvérdena ar alltsa 1,2 respektive 3. Vi kan darfor ta

1 2 1 1 00
P=|1 1 1|ochD=]|0 2 0
1 1 2 0 0 3

Vi undersoker hur en godtycklig punkt (a, b, ¢) avbildas. Normallinjen genom (a, b, ¢) till planet har ekvationen
(Ia Y, Z) = (CL, b7 C) + t(17 _25 2)

Vi ser efter for vilket ¢-vérde den skar planet. Dubblerar vi sedan detta ¢-vérde far vi spegelpunkten. Skarn-
ingspuinkten med planet har vi da

(a+1t) —2(b—2t) + 2(c + 2t) = 0.

Detta innebér att skdrningen & dd ¢t = —(a — 2b + 2¢)/9 och att vi far spegelpunkten genom att sétta in
t = —2(a — 2b+ 2¢)/9 i linjens ekvation. Detta ger oss spegelbilden

r = (Ta+4b—4c)/9
y = (4da+b+8c)/9
z = (—4a+8v+c¢)/9

Hérur kan vi utldsa att avbildningens matris &r

1 7T 4 -4
9 4 1 8
—4 8 1



