Losningar till TMA315A linjar algebra och flervariabelanalys del A for 11
den 15/1-03

1. Vi behandlar (a) och (b) samtidigt och betraktar den utvidgade matrisen
1 2 3 4 1
[Ab]=| 1 -2 -3 -4 2
-1 2 3 4 p
Genom uppenbara elementara radoperationer far vi att denna &r radekvivalenta med
1 2 3 4 1 1 2 3 4 1
0 -4 -6 -8 1 ochsedan | 0 —4 —6 -8 1 :
0 4 6 8 p+1 0 0 0 0 p+2

Nu tittar vi pa de olika delfragorna.

(b) Vi kan direkt utlasa att systemet Ax = b ar losbart precis dap = —2.

(a) Eftersom de tva forsta kolonnerna ar pivotkolonner i den trappstegsreducerade matrisen, ar de tva forsta
kolonnerna i A bas for kolonnrummet till A. Alltsa , en bas for kolonnrummet ges av vektorena [11 —
17, 2 —22]7.

For att bestdmma en bas for nollrummet byter vi ut den sista kolonnen i den utvidgade matrisen mot enbart
nollor och adderar 0.5 ggr rad 2 till rad 1 och far

1 0o 0 00 10 0 00
0 -4 —6 —8 O |eller{ 02 3 40
o 0 0 00 0 00 0O

Nollrummet bestar alltsé av alla x sddana att z; = 0 och 225 = —3z5 — 424 dvs
x =3[0 —320]7 +t[0 —201]", dér s och ¢ godtyckliga.
En bas for nollrummet ges alltsd av vektorena [0 — 320]7 och [0 —201]%.

2. (a) Sant. Eftersom A(x + xo) = A(x) om A(xo) = 0, s kan A(x) = 0 inte ha mer &n en dsning om
A(x) = b bara har en dsning. Att A(x) = 0 har minst en dsning foljer av att x = 0 alltid &r en.

(b) sant. Genom att multiplicera likheten med A~ fran béde hdger och vénster far vi
A'ABA' = A"'BAA~ ! vilketger BA™! = A7'B.
(c) Falskt. Lat till exempel A vara enhetsmatrisen av ordning 3. Da galler det (—A) = —1 = — det A.

(d) Sant. Lat e vara den kolonnvektor vars forsta element &r 1 och Gvriga 0. Dagaller Ae = 0 = Oe.
(e) Falskt. Exempelvis ligger inte nollvektorn i mangden.

3. De fyra punkterna ger att vi egentligen skulle vilja ha féljande fyra ekvationer uppfylida:

(—1,2) a — b + ¢ = 2

(0,1): c = 1

(1L,o): a + b + ¢ =0

(2,1): 4a + 20 + ¢ = 1

Detta system ar dverbestamt. Vi skriver det & formen Ax = b dar

1 -1 1 a 2
0 01 1
A= 1 11| X7 [ b ] ochb = 0
4 21 ¢ 1

minsta kvadratlgsning till ett system A(x) = b far vi genom AT A(x) = ATb. Detta system har den utvidgade
matrisen [AT A ATb] = AT[ADb] dar vi har
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Detta &r den utvidgade matrisen for det sokta kvadratiska systemet. Vi borjar med att dividera alla raderna med
tva och subtraherar dérefter summan av de tva sista raderna fran den forsta. Det ger oss den radekvivalenta
matrisen

2 0 0 1 2 00 1
4 3 1 0 | soméarekvivalentmed | 0 3 1 -2
31 2 2 0 1 2 05
Denna &r i sin tur ekvivalent med
2 0 0 1
0 1 2 0.5
0 0 -5 =35

vilket leder till atta = 0.56 = —0.9 och ¢ = 0.7.

Vi visar att matrisen A har egenvardena 1 och -1 och att dimensionen pa motsvarande egenvrum ar 2 respektive 1.
Eftersom matrisen &r symmetrisk ar egenvektorerna som svarar mot -1 ortogonala mot egenrummet som svarar
mot egenvardet 1. Detta egenrum har alltsa dimensionen 2 och &r darmed ett plan genom origo. Vektorerna i
detta plan paverkas inte av avbildningen medan vektorer ortogonala mot planet far sin riktning omkastad men
behaller sin langd. Avbildningen &r da en spegling i det plan som ar egenrum till egenvardet 1.

For att bestdimma egendrdena l6ser vi ekvationen det (A — AI) = 0.
08—X 0 0.6
det (A —AI) = 0 1-A 0 =(1-A)(\?—0.64—0.36) = —(A — 1)*(A + 1).
0.6 0 —08-2A\

Det aterstar alltsd bara att bestiamma egenrummet som svarar mot A = 1. Detta far vi som lésningarna till
systemet (A — I)x = 0 som utskrivet &r

—02x + 06z = 0
0.6 — 182 = 0

Egenrummet &r alltsa planet z — 3z = 0.

Tillaggsuppgifterna

K1

K2.

Matrisen A &r inte kvadratisk och kan alltsa inte vara inverterbar. Matrisen B har determinant 0 och ar darfor inte
inverterbar (rad1 =rad2 +rad3). Matrisen C har determinant # 0 sa den &r inverterbar, vi bestammer inversen. Vi
startar med [A I] och éverfor den med elementara radoperationer pa en matris av formen [/ B]. Dadar A~ = B.
N&r man genomfor detta far man

1 -2 1
At=10 1 -2
0o 0 1

Lt e; = [10]7 och e; = [01]7. Den sokta matrisen ar dd A = [T'(e;) T'(e2)]. For att bestimma bilderna
T(e1), T'(e2) anvénder vi hur hdrnpunkterna (1,2) och (1,3) avbildas. Eftersom 7" &r linjér kan detta skrivas

T(e1) + 2T (eq) = —beq + Gea + respektive T'(eq1) + 37 (e2) = —8e; + Tes.

Subtraktion av dessa ger
T(eg) = —3e; + e2

vilket i sin tur med hjélp av den forsta likheten ger
T(el) = _2T(e2) — bej + Geg = €1 + 4es.

Dvs
T(er) = [ b } och T(es) = [ B }

varfor den sokta matrisen ar



K3. Systemet kan skrivas x’ = Ax dar
1 2
-3 3]
For denna matris har vi det (A — AI) = A2 + X — 6 vilket ger att egenvéardena ar -3 och 2. En egenvektor till
respektive egenvérde ar [1 — 2]7 respektive [21]7. Med

1 2 -3 0
P:{_2 1]ochD:{ 0 2]

har vi d&
A=PDP .

Vi infér ny funktion, y(¢), genom x(t) = Py(t). Detta leder i differentialekvationen till
Py'(t) = APy(t) dvs y'(t) = P~ ' APy(t) = Dy(t).

Vi har nu kopplat isar ekvationernatill att svara mot 4} = —3y; respektive y4 = 2y». Vi har darfor y; = Cre
respektive vy, = Cae?t och alltsé

T _pl Y| = 1 2 Cre 3t . Cre 3t 4+ 20C,e?
T2 | v | | =2 1 Coe?t | = | —201e 3t 4 Che?t



