RELEVANTA DEFINITIONER

Beteckning 1. En numrerad méngd av vektorer {vi,...,v,} kallas ibland ett
system av vektorer och betiknas som {v;}7_;

Definition 2. Vi siger att vektor u € V ar en linjar kombination av vektorerna

n
{vj}j—1 om det finns sadana tal ay,...a, att u = a;vi + ... + v, (= > a;v;).
j=1

Detta betecknas u € span({vi,...,vy}).

Observation 3. Talen aq,...,a, ar inte nédvanligt unika.
Observation 4. Om for {v;,,...,v; } C{vi,...,v,} gélleru € span({v;,,...,v;,})
s giller ocksa u € span({v1,...,vp}).

Definition 5. Ett system av vektorer {vj};?:1 kallas linjdrt oberoende om varje
av vektorer v; kan inte skrivas som en linjar kombination av andra vektorer i
systemimet.

Ekvivalent till den ar foljande:

Definition 6. Ett system av vektorer {v;}7_, kallas linjirt oberoende om likhet
a1vi + ...+ a,v, = 0 uppfylls endast om a; = ... =a,, = 0.

Definition 7. Ett system av vektorer {e;}7_; i ett vektorrum V som é&r linjért
oberoende, och har hela rummet V' som linjart hélje (dvs. V = span({e;...,e,}))
kallas en bas av vektorrummet V.

DEFINITION AV DIMENSION AV ETT VEKTORRUM

Sats 8. Om ett vektorrum V' har tva baser: {e;};_; och {fx};_,, s baserna bestar
av samma antal av vektorer, dvs. r = q.

For att bevisa satsen behover vi foljande pastaende.

Pastaende 9. Om varje vektor i {uy,...,uy,} dr en linjir kombination av vek-
torerna {v1,...,vn}, och {uy,...,uy} dr ett linjirt oberoende system, sa maste
n>m.

Bevis av satsen 8 med hjilp av Pdstdende 9. Betrakta basen {e;}7_; det ett linjéirt
oberoende system (se definitionen av bas). Eftersom {f}7_, &r en bas gar det att
skriva varje vekor ur V, deribland varje e; som en linjar kombination av vektorerna

{fr}i_,. Alltsa, vi kan tillimpa Pastaende 9 med {e;};_; som {ui,...,u;} och
{fi}i_, som {v1,...,v,}. Pastaende 9 séger da att ¢ > r. Likadant kan vi tillimpa
Pastaende 9 med {f}.}]_; som {uy,...,u,} och {e;}j_; som {vi,...,v,} och fa
att r > q.

q > 7 och r > g medfor att ¢ =r. O
Bevis av Pastaende 9. Eftersom varje u;, j = 1,...,m ér en linjar kombination av
vektorerna {vy,. .., v, } kan vi hitta sidana {ak,j}Z:;nzl att u; = aq ;vi+...+a, ;Vn

n
(=>" ag,;Vvk). (Observera att valet av tal kan ibland vara inte unik, men vi tar
k=1

vilken som helst som passar.)



a1 ... Q1m
Betrakta matrisen A = . . Om vi utfér Gauss radredusering

an1 ... Gpum
far vi en reduserat matris B dar varje rad eller borjas med nagra (mdjligen inga)
noll, sedan ska det ha ett pivot element (och sedan méjligen nagra tal till) eller
besta av endast nollar.

Eftersom det finns inte mer en ett pivot element i varje rad finns det inte mer
an n pivot element i reduserade matrisen. Anta att n < m. Da finns det ett
kolonn utan pivot element. Betrakta ett sadant kolonn som ligger Ingst till vénster
i matrisen (lat det &r kolonn p).

ai,i - A1p—1 | ai,p
Betrakta matris A, = | som bestar endast av
Apil oo+ Gnp—1 | Gnp
forsta p kolonner av matrisen A. Efter samma Gauss radreduseringen blir matrisen
A, samma som B, som bestar av férsta p kolonner av B, dvs. pga. valet av p in-
nehaller alla forsta (p—1) kolonner ett pivot element (som da star pa diagonalen) och
kolonn p har ingen pivot element. Om vi nu slutfér Gauss radredusering far vi ma-

10 ... 0| b
01 ... 0 | b
trisen | 0 0 ... 1 | by—1 [|. Om vibetraktar matrisen A, som en utvidgat
00 ... 01| O
0 0 0] O
a171b1 4+ ...+ a17p_1bp_1 = Q1p
matris av ett linjért ekvationsystem, sa ser vi att : :
amlbl + ...+ an,p_1bp_1 = Qnp

Nu ser vi att
biui+. .. +bp_1up_1 = bi(a11vi+. . .Fan1Vp)+. . Fbpo1(ar po1 Vit . Fanp_1Ve)
= (a11b1+ ...+ a1 p—1bp_1)vi+ ...+ (an1b1 + ...+ anp_1bp_1)Vy
=a1pV1+ ...+ AppVnp = Up.
Alltsa, vektorn uy, &r en linjir kombination av andra vektorer fran {u;}”" ;. Detta ir
omdjligt for att systemmet {u;}2, r (efter satsens antagande) linjért oberoende.

Motségelsen visar att den enda tidigare i bevis gjort antagande (dvs. n < m) &r
faskt. Darmed har vi bevisat att n > m. O



