PERMUTATIONER

Definition 1. Permutation 7 av storleken n ar en plasering av heltal mellan 1 och
n 1 viss ordning. Vi betecknar som 7(k) talet som star pa plats k.

Exempel. 7 = (3,5,2,4,1), 7(3) = 2.

Definition 2. Vi siger att en permutation har plus eller minus tecken och beteck-
nar det o(7) = 1 eller o(7) = —1 om 7 innehaller jamn eller, motsvarande, odda
antal av par av tal som star i fel ordning.

Exempel. Om 7 = (3,5,2,4, 1), sa paren som star i fel ordning ar 3 — 2, 3 — 1,
5—-2,5—-4,5—-1,2—1,0och4—1, alltsa o(7) = —1.

Lemma 3. Om vi byter plats pa tva tal i en permutation, permutationen byter
tecken.

Bevis. Betrakta T = (r1,..., %y« sTmy-- oy Tn) OCh T/ = (11, 0o Ty oo oy Ty oo T )y
dér r, och r,, bytte plats, men alla andra tal star pa samma positioner. Om vi
betraktar ett par av tal annan &n 7 och r,,, sa ingenting dndras mellan 7 och 7/,
s alla dndringar kommer fran par dér ingar ry eller r,, (eller bada).

Alla tal som star till vanster om plats k i bade 7 och 7/ har samma ordning i
par med 7 eller r,,, i bada fall, sa det blir inte nagon skillnad av dem. Samma
géller tal som star till hoger fran position m. Varje tal som star pa position mellan
plats k och m har i 7 annan ordning med 7 &n i 7/. Men ocksa med 7, dem star
i motsatt ordning i 7 och i 7/. Sa, for varje sadant tal r,, man har eller bade par
r —rs och ry — 1y, 1 fel ordning i 7 men ingen i 7/, eller en av paren i fel ordning i
7 och den andra i fel ordning i 7/, eller ingen av dem i fel ordning i 7 och bada i 7’.
Hur som helst, det paverkar inte om antal av fel-ordnade paren ar jamn eller odda.

Antligen, paret r; — rp, star i fel ordning eller i 7 eller i 7/, men inte i bada
samtidigt. Sa det dndrar paritet av antal fel-ordnade paren i 7 mot det i 7. |

DETERMINANT
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det(A) = Z 0(7)(117(1) -+« Qnr(n)
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Definition 4. For en matris A = (a;;) ar dess determinant

dér 7 loper o6ver alla mgjliga permutationer av n tal

Exempel. I summan fér matrisen 5 x 5 ingar produkten (—1) - a1sas5a32a44a51
(Obs! Tecken pa permutationen (3, 5,2, 4, 1) &r minus, sa ingar produkten aj3assasaa4as1
med minus.)

Det trakiga med denna definitionen &r att det &r ganska opraktiskt att anvénda
den direkt for stora matriser: Det blir 5! = 120 permutationer for en matris 5 x 5.

Foljesats 5. Om en matris A har en rad dér alla tal dr 0, sa dr det(A) = 0.

Bevis. Varje produkt i summan som definierar determinant har exakt ett tal fran
varje rad. Om i en av raderna star bara nollar, blir det en noll i varje produkt.
Darmed ar alla produkterna i summan &r noll, sa att hela summan &r noll. (I
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ECGENSKAPER AV DETERMINANTEN

Om vi gangrar en rad med ett tal. Eftersom varje produkt i summan som
definierar determinanten innehaler exakt en element fran raden som vi har mul-
tipliserat, sa kan vi bryta talet utt ur summa och se att det multipliserar hela
(ursprunglig) determinanten.

Om vi byter plats pa tva rad. Lat vi har bytt plats av rad k och rad m i
matrisen A = (a”)?]”:1 Sa, dr determinanten av ny matrisen

Z O'(T)Cll.,—(l) <o Amr(k) -+ - Qkr(m) - - - Onr(n)-

T

Det ar samma som om vi summerar

Z U(T)alr’(l) <Ay (m) - - - Akr/ (k) - - - Ot/ (n),
~
dar man far 7 ur 7 genom att byta talen pa plats k& och m. Lemma om byte
av tecken i en permutation siger att o(7) = —o(7’). Alltsa, ar determinanten av
matrisen med uppbyttna raderna

Z 70’(7'/)0,17./(1) N amT/(m) e akT/(k) N a,m./(n) = 7d€t(A)
=
Notera att da 7 16per genom alla méjliga permutationer 16per ocksa motsvarande
7/ genom alla mojliga permutationer.

Foljesats 6. Om en matris A har tvd lika rader, sa dr det(A) = 0.

Bevis. Om vi bytter plats pa tva raderna som ar lika far vi samma matrisen. Sa,
vi ser att det(A) = —det(A), och da maste det(A) = 0. O

Om vi lagger en multipel av en rad till en annan rad, sa andras inte
determinanten.

n,n

Bevis. Lat matrisen dr A = (a;;); ;L och lat oss betrakta matrisen B = (b;;);"jL,
dar b;; = ay; for alla ¢ # m, och by; = am; + aag;. Nar vi skriver formeln for
det(B) enligt definitionen, ser vi att varje produkt innehaller exakt ett element fran
rad m. Om vi nu Opnar paranteser i utrycket b,,; = (am; + aay;) 1 varje produkt
och samlar motsvarande termerna ihop, ser vi att det(B) = det(A) + « - det(C) dar
C = (cij)i ey, cij = agj for alla i # m, och ¢y,j = ag;. Nu, efter Foljesats 6, maste
det(C) = 0, darmed det(B) = det(A). O



