Noggrannhet till enstegsmetoder for ODE

Vi betraktar ett autonomt BVP
y(t) = fly®),  t=t
y(to) = o
dér y(t) € R*, och f: R" — R™.
Pa (1) tillampar vi en enstegsmetod, som vi abstrakt kan skriva
yk-‘rl:q)f(ykuh)v n:0717'”y0 =Y (2)

Det lokala trunkeringsfelet er definierad som L1 = ypy1 — ug(tpr1), dir ug(t) loser
samma ODE som y(¢), men med begynnelsesvirdet ug(tx) = v
For att fa fram det lokala trunkeringsfelet, kan vi Taylorutveckla

un(tisr) = up(ty + h)

och
Yk1 = Pr(yg, h)

i variabeln h.

Da wuy(t) 1oser samma differentialekvation som y(¢) och vi anvinder samma metod i
alla tidsstegen, ricker det att studera fallet & = 0 och Taylorutveckla y(to + k) och y; som
funktioner av h.

1 Notation

I Taylorutvecklingen kommer vi att behova fs derivata. Vi definierar, for y, u,v € R”

fly) u= 2f(y + eu)

Oe o
" B 0 0
PO = i)

etc.

Fran egenskaperna till derivata, kan vi visa att f'(y) - u ar linjir i w, och f”(y)(u,v) &ar
linjér i bada w och v. Vidare kan vi visa att om g(y) = f'(y)-v, sa ar ¢'(y)-u = f"(y)(u,v)
och att f"(y)(u,v) = f"(y)(v,u).



I koordinater kan vi skrivay = | : |,u=| : |,v=| : |, f(y) = : och
9f1(y) o0f1(y)
Oy T Oyn u1
fly)-u=1| : . :
Ofn(y) Ofn(y) U
oy T Oyn "
och

dar

2 Taylorutveckling av den exakta l6sningen

Fran differentialekvationen
y'(t) = fly®)
kan vi derivera pa bada sidor av likhetstecknet, och vi far (skriver inte beroende pa t
explicit)
v =1y,
v = ") Y) + ) (Y)Y
etc.

Om vi evaluerar i t = t(, och sétter in, far vi att

y'(0) = (%),
y”(O) = f/(yo) : f(yo),
y®(0) = f"(yo) (f (o), f (o)) + F'(wo) - f'(wo) - f(wo),
etc.
Taylorutvecklingen blir

2 3

yt0+h) = ot hf (o) +5- 1 (o) £ o)+ = (£ (0o) F(90). £ )+ 7 (o) (s0)- ) -
3)



3 Taylorutveckling av enstegsmetoder

3.1 Euler framat

For Euler framat har vi
y1(h) = yo + 1 f(yo),
som &r linjar i h. Taylorutvecklingen &r dédrmed ocksa
y1(h) = yo + 1 f (vo),

och vi kan fa fram det lokala trunkeringsfelet

Li(h) = y1(h) —y(to +h) = yo + hf(yo) — (?Jo + hf(yo) + h;f’(yo) - fyo) + - )
= 0 s+

3.2 Euler bakat
For Euler bakat ar y; 16sningen av ekvationen

yi(h) = yo + hf(y1(h))
for att Taylorutveckla y; (h) kan vi derivera ekvationen med avseende pa h.
vi = fl) + hf (1) - i
i =21 (1) -+ R () W) + F' (o) - 91)
etc
Om vi evaluerar i h = 0 och sétter in, far vi
y1(0) = wo
1(0) = f(%o)
y1(0) =2f"(y0) - f(yo) etc.
Taylorutvecklingen blir da
yi(h) = yo+hf(yo) + 1*f'(yo) - f(yo) + -
Och det lokala trunkeringsfelet

Lyi(h) = y1(h) — y(to + h)

=+ )+ 12 )+ = (s 7o)+ 5 ) o)+

h2
= Ef'(yo) - f(yo) + -+
Béada Euler framat och Euler bakat har lokalt trunkeringsfel Lj, ~ h?, (dvs, med ledande
term proportional med h?) och har ordning 1. Generellt séiger vi att en metod har ordning
p om den har lokalt trunkeringsfel L; ~ hP*!



