Linjar algebra och numerisk analys, 2018

Bonusuppgift nummer 2: Wavelet-analys for datakomprimering, maximalt 4
bonuspoing

Wavlet-analys ar en teknik for approximation av data som anvéinds i manga sammanhang
t.ex. inom bild- och signalbehandling och vid numerisk approximation av differentialek-
vationer. Exempelvis anvinder JPEG wavelets for bildkomprimering i sitt JPEG2000-
schema. Kursen TMA462 Wavelet analysis behandlar waveletanalys grundligt.

Hér gor vi en mycket enkel elementér introduktion av wavelet-tekniken for komprimer-
ing av data. Idén bygger pa upprepade medelvirdesberikningar med hjidlp av matris-
multiplikation.

Vi inleder med ett exempel. Lat v = [v; vy v3 U4]T vara en datavektor och lat
A=1[3 1], B=[t —3]och Z=[0 0] vara 1 x 2 -matriser. Med 4 x 4 -matrisen
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A = 123 é far viu = Ay = o (_1}3(2; 13’%)1}/22)/2 . De tva forsta elementen i vektorn
Z B vy — (v3 +v4)/2

u ar alltsa medelvdarden och de tva sista ar avstand till medelvéirden, hiar kallade distansvdr-
den. For fortsatt medelvirdesberdkning mellan de tva forsta elementen i u anvénder vi
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matrisen Ay = 7 , dédr I ar enhetmatrisen av ordning 2 x 2.
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Nu blir w = AyAw = Agu = | 17 (u;+u2)/2 , diar w, ar medelvirde och wy &r
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distansvirde. For en vektor v av langd n = 2P, p ett positivt heltal, kan idén i exemplet
generaliseras till upprepade medelvardesberdkningar pa p nivaer.

I néista exempel forklaras hur datakomprimeringen utférs. Betrakta f6ljande data da

far vi

n=2"=8 v=1[37336162628 18 47. Med A; =
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Aw=[35 11 27 11 2 =5 —1 7]7. Nista steg blir med Ay =
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och Ay(Aw) =123 19 12 8 2 —5 —1 7|7, Sista rekursiva medelviirdesberikningen blir
[ A Z Z Z ]
b Z Z Z
A
nu med Az = g och w = A3(Ay(Aw)) =21 2128 2 =5 —1 7|
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All information for att aterskapa v finns i w och matriserna A;, A, och A;. Man kan ju
formellt berikna v = A7 (Ay 1 (A3'w)).

Datakomprimeringen bygger nu pa att sma distansvirden, element till belopp mindre dn
eller lika med ett troskelvérde e, i vektorn w ersatts med nollor, som inte behéver lagras.

OBS!! Detta giller alltsa bara distansvérden inte medelvirden. Med € = 3 i vart exempel
farviw =121 0128 0 =50 7]Toch o = A7 (A (A3'®)) = [33 33 4 14 29 29 20 6],

Uppgifter:

Gor en wavelet-approximation av diskreta véirden for funktionen f(x) = e* cos(mz) pa in-
tervallet [0, 3]. V&lj n ekvidistanta funktionsvérden inklusive &ndpunkterna av intervallet.
Undersok de tre fallen:

1)n=16, e=1.5

2)n=32 =10

3)n==64, e=0.5

a. Skriv en MATLAB-funktion for wavelet-approximationen. I stéllet for invertering av
matriser 16ser du forstas linjara ekvationssystem, backslash i MATLAB.

b. Rita ut funktionen f(z) och approximationen ¢ i de tre fallen.

c. Ange felet pa formen |lv — |5 i de tre fallen.

d. Ange komprimeringsgraden dvs. antalet icke-nollor i w dividerat med antalet icke-nollor
i w for de tre fallen.

Inldmning. Funktionsfilen, grafer, felnormer enligt ¢)-uppgiften och komprimeringsgrader.



