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Reellt linjärt rum (V ,⊕,�;R)

1. För alla u, v ∈ V finns ett entydigt bestämt element u ⊕ v ∈ V .

2. För alla u ∈ V och α ∈ R finns ett entydigt bestämt element
α� u ∈ V .

Dessa tv̊a operationer, addition och multiplikation med tal (eller skalär)
ska uppfylla följande räknelagar:

3. u ⊕ v = v ⊕ u för alla u, v ∈ V . (Kommutativ lag)

4. (u ⊕ v)⊕ w = u ⊕ (v ⊕ w) för alla u, v ,w ∈ V . (Associativ lag)

5. Det finns ett element 0V ∈ V (nollelementet) s̊a att
0V ⊕ u = u ⊕ 0V = u för alla u ∈ V .

6. För varje u ∈ V finns ett element −u ∈ V (additiv invers) s̊a att
u ⊕ (−u) = (−u)⊕ u = 0V .

7. α� (β � u) = (αβ)� u för alla α, β ∈ R, u ∈ V . (Associativ lag)

8. α� (u ⊕ v) = α� u ⊕ α� v för alla α ∈ R, u, v ∈ V . (Dist. lag)

9. (α + β)� u = α� u ⊕ β � u för alla α, β ∈ R, u ∈ V . (Dist. lag)

10. 1� u = u för alla u ∈ V .

Korollarer och ett exotiskt linjärt rum

Fundamentala konsekvenser/korollarer av räknelagarna:

I Nollelementet 0V ∈ V är entydigt. (Tips: Lagarna 3. och 5.)

I 0� u = 0V för alla u ∈ V . (Tips: 5. och 9.)

I α� 0V = 0V för alla α ∈ R. (Tips: 5. och 8. )

I Varje element u ∈ V har en entydig additiv invers −u. (Tips: 4., 5.,
och 6.)

I (−1)� u = −u för alla u ∈ V . (Tips: 5. och 10.)

Exotiskt linjärt rum: Mängden V = (0,∞) =: R+ och för alla α ∈ R och
u, v ∈ R+,

u ⊕ v := uv α� u := uα.

Obs! Enligt ovan är 0V = 0� u = 1 och −u = (−1)� u = u−1 !!!

Exempel linjära rum

Reella injära rum med “vanlig” addition och multiplikationsoperationer:

I Euklidska vektorrummet Rn där

x ⊕ y = x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

och
α� x = αx = (αx1, . . . , αxn).

I Mängden Rn×n där

A⊕ B = A + B och α� A = αA.

I Mängden C [0, 1] där

(f ⊕ g)(t) = f (t) + g(t) och (α� f )(t) = αf (t) ∀t ∈ [0,T ]



Underrum

I Definition 1.2: Om (V ,⊕,�) är ett linjärt rum och M ⊂ V s̊adan
att (M,⊕,�) ocks̊a är ett linj. rum, s̊a sägs (M,⊕,�) vara ett
underrum av (V ,⊕,�).

I I fortsätningen antar vi att operationerna ⊕ och � är underförst̊adda
och skriver u + v och αu för de respektive operationerna, och vi
skriver 0 för nollelementet 0V .

I På kortform säger vi att M är underrum av V .

I Exempel: Punkten Span(0) = {0}. Linje/plan/hyperplan av
dimension < n genom origo är underrum av Rn. P ⊂ C [0, 1].

I Sats 1.1: En icke-tom delmängd M ⊂ V är ett underrum av V omm

u, v ∈ M och α, β ∈ R =⇒ αu + βv ∈ M.

Linjära avbildningar

I Def 1.6: L̊at U och V vara reella linj. rum. En avbildning F : U → V
kallar linjär om

F (αu + βv) = αF (u) + βF (v) ∀α, β ∈ R & ∀u, v ∈ R.

I Implikationer

F (
k∑

i=1

αiui ) =
k∑

i=1

αiF (ui ) och F (0) = 0 (∈ V ).

Exempel:

I F (x) = Ax där A ∈ Rm×n och x ∈ Rn är linj. avb. fr̊an Rn till Rm.

I U = C 2[0, 1] och V = C [0, 1] och Laplaceoperatorn
F (u)(t) = u′′(t).

Nollrum och värderum

I Def 1.7 L̊at F : U → V vara linj. avb. Nollrummet och värderummet
till F ges respektivt av

N(F ) = {u ∈ U | F (u) = 0}

och

V (F ) = {v ∈ V | v = F (u) för n̊agon u ∈ U} = {F (u) | u ∈ U}.

I Egenskaper: N(F ) är underrum av U och V (F ) är underrum av V .

I I specialfallet F (x) = Ax med A ∈ Rm×n skriver vi

N(F ) = N(A) = {x ∈ Rn | Ax = 0},

V (F ) = V (A) = {Ax | x ∈ Rn} = Span(a1, a2, . . . , an).



Sats 1.4 - relation affina rum och lösningsmängd

Sats 1.4 Om up löser den linjära ekvationen F (up) = v , s̊a är
lösningsmängden till ekvationen den affina mängden up + N(F ).

Bevis: u är element i lösningsmängden omm

F (u)− F (up) = 0 ⇐⇒ F (u − up) = 0 ⇐⇒ u − up ∈ N(F )

⇐⇒ u ∈ up + N(F ).

Span, linj. beroende

I Om u1, . . . , un ∈ V s̊a är

Span(u1, . . . , un) := {
n∑

i=1

αiui | α1, . . . , αn ∈ R}

ett underrum av V och om Span(u1, . . . , un) = V säger vi att
vektorerna spänner upp V .

I Vektorerna u1, . . . , un ∈ V är linjärt beroende om det finns
(icke-trivial) x ∈ Rn \ {0}, som löser ekvationen

x1u1 + . . .+ xnun = 0.

Vektorernerna är linjärt oberoende om ekvationen endast h̊aller
för x = 0.

Dimension

I Bas: Om u1, . . . , un ∈ V är linj. oberoende och spänner upp V ,
kallas verktorerna en bas för V . Viktig egenskap: varje u ∈ V har en

entydig representation i koordinaterna till basen u1, . . . , un.

I Dimension:

dim(V ) = maximala antalet linj. oberoende vektorer i V.

Om det inte finns ett maximalt antal, s̊a är dim(V ) =∞.

I Lemma 1.2 Om u1, . . . , um ∈ V är linj. oberoende och
Span(u1, . . . , um) 6= V , s̊a finns det en vektor
um+1 ∈ V \ Span(u1, . . . , um) s̊a att u1, . . . , um, um+1 är linj.
oberoende.

I Konklusion: (Lemma 1.2 och sats 1.5) Varje ändligdimensionellt linj.
rum V med dim(V ) > 0 har minst en bas.

I (Sats 1.5-7): Alla baser för ett ändligdimensionellt linj. rum best̊ar
av precis n = dim(V ) vektorer.



Summarum och direkt summa

I Om V1 och V2 är underrum av V s̊a är summarummet

V1 + V2 = {u1 + u2 | u1 ∈ V1 och u2 ∈ V2}

ocks̊a underrum.

I Om varje element u ∈ V1 + V2 har en entydig uppdelning

u = u1 + u2 var u1 ∈ V1 och u2 ∈ V2

s̊a kallas summarummet en direkt summa, och man skriver V1⊕V2.

Egenskaper:

I (Lemma 1.4) V1 + V2 = V1 ⊕ V2 omm V1 ∩ V2 = {0}.
I (Sats 1.12 och 1.13) dim(V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk) =

∑k
j=1 dim(Vj).

I tillämpning, MK-metoden: V (A)⊕ V (A)⊥ = V (A)⊕ N(AT ).

Dimensions och rangsatsen

I (§1.14 Dimensionssatsen - matris) För A ∈ Rm×n gäller att

dim(N(A)) + dim(V (A)) = n.

Beviside: dim(V (A)) = #pivotkolonner,
dim(N(A)) = #fria variabler (dvs antalet icke-pivotkolonner).

I (§3.1 Dimensionssatsen - linj. avb.) För F : U → V var
dim(U) = n(<∞) och V ändlig- eller oändligdimensionellt linj.
rum, d̊a är

dim(N(F )) + dim(V (F )) = dim(U).

I Tillämpning: Om du känner tv̊a av dimensionsvärdena kan du
beräkna sista värdet:

A ∈ Rm×n och dim(V (A)) = k =⇒ dim(N(A)) = n − k.

Se ocks̊a LA Exempel 3.7.

Rangsatsen

I (§1.14 Rangsatsen) För godtycklig A ∈ Rm×n gäller att

dim(V (A)) = dim(V (AT ))

dvs kolonnrangen är lika med radrangen till matrisen, det
gemensamma värdet är definierad som matrisens rang

Rang (A) := dim(V (A)) (= dim(V (AT ))).

Egenskaper för m × n matrisen A:

I Ax = b är lösbar ∀b ∈ Rm omm Rang (A) = m.
(Inte möjligt om m > n.)

I Om n = m är A inverterbar (och det(A) 6= 0) omm Rang (A) = n,
dvs omm matrisen har full rang.



Koordinater och basbyte
I Om E = {e1, . . . , en} är bas för V s̊a kan varje u ∈ V representeras

entydigt i basen

u =
n∑

i=1

xiei .

Här är [u]E := (x1, . . . , xn) = x ∈ Rn koordinatvektorn till u i
basen E .

I Motsvarigheten [·]E : V → Rn där [u]E := x är bijektiv och linjär:

[αu + βv ]E = αx + βy och [αx + βy ]−1E = αu + βv .

I Koordinatbyte: Om E ′ = {e′1, . . . , e′n} är annan bas för V med
x ′ = [u]E′ . Relation mellan koordinatvektorer:

x = [u]E =

[
n∑

i=1

x ′i e
′
i

]

E
=

n∑

i=1

x ′i [ei ]E = [e′1 e′2 . . . e
′
n]E︸ ︷︷ ︸

=:TE←E′

x ′

I Koordinatransform/basbyte fr̊an E ′ till E , och andra vägen:

[u]E = TE←E′ [u]E′ alternativt x = Tx ′

[u]E′ = T−1E←E′ [u]E = TE′←E [u]E alternativt x ′ = T−1x .

LA kapitel 2

Skalärprodukt

L̊at V vara reellt linj. rum. Skalärprodukten 〈·, ·〉 : V × V → R är en
funktion med följande egenskaper. För alla u, v ,w ∈ V och α ∈ R gäller:

(i) 〈u, v〉 = 〈v , u〉,
(ii) 〈αu, v〉 = α〈u, v〉,
(iii) 〈u + v ,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v ,w〉,
(iv) 〈u, u〉 ≥ 0 och 〈u, u〉 = 0 endast för u = 0.

Exempel:

I 〈x , y〉 = xT y p̊a Rn.

I För varje symmetisk och positiv definit A ∈ Rn×n är
〈x , y〉A := xTAy en skalärprodukt.

I På C [0, 1]:

〈f , g〉ϕ :=

∫ 1

0

f (t)g(t)ϕ(t) dt

en skalärprodukt för varje ϕ ∈ C [0, 1] som uppfyller ϕ ≥ 0 och
ϕ(t) = 0 endast vid ett ändligt antal punkter (ϕ = 1, ϕ(t) = e−t ,
ϕ(t) = sin2(4πt) är exempel p̊a s̊adana funktioner).



Inducerad norm

Fr̊an en given skalärprodukt p̊a V induceras normen

‖u‖ :=
√
〈u, u〉.

En norm ‖ · ‖ : V → [0,∞) måste uppfylla följande lagar för alla
u, v ∈ V och α ∈ R:

(i) ‖u‖ ≥ 0 och ‖u‖ = 0 endast om u = 0

(ii) ‖αu‖ = |α|‖u‖
(iii) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ (triangelolikheten).

Enkelt att visa att (i) och (ii) uppfylls av inducerad norm.

Triangelolikheten följer (se §.2.2) fr̊an Cauchy-Schwarz olikhet (§2.1):

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖ ∀u, v ∈ V

med likhet endast om u och v är linj. beroende.

Andra normer i Rn och matrisnormer
I På Rn motsvarar normen inducerad fr̊an standardskälärprodukten

‖x‖2 :=

√√√√
n∑

i=1

x2
i =
√

x · x (2-normen).

I Det finns många andra normer p̊a Rn som inte är inducerad fr̊an
n̊agon skalärprodukt

‖x‖1 :=
n∑

i=1

|xi |, ‖x‖∞ := max
i=1,2,...,n

|xi |.

I Varje vektornorm inducerar en norm p̊a rummet Rm×n:

‖A‖1 := sup
x∈Rn\{0}

‖Ax‖1
‖x‖1

, ‖A‖2 := sup
x∈Rn\{0}

‖Ax‖2
‖x‖2

, . . .

I Viktiga egenskaper (gäller för alla tre matrisnormerna ovan s̊a tar ej
med subskript):

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖, och ATA = I =⇒ ‖A‖2 = 1.

Ortogonalitet, ON-bas

I Om 〈u, v〉 = 0 för u, v ∈ V s̊a är vektorerna ortogonala.

I En mängd normerade vektorer u1, . . . , un ∈ V kallas en ON-mängd
om de är parvis ortogonala 〈ui , uj〉 = δij och en ON-bas om
vektorerna även spänner upp V .

I Ex {(1,−1)/
√

2, (1, 1)/
√

2} och {(1, 0), (0, 1)} är tv̊a olika
ON-baser för R2.

Egenskaper §2.3:

I En ON-mängd e1, . . . , en är linj. oberoende. Bevis:

∑

i

xiei = 0 ⇐⇒ 〈
∑

i

xiei , ek〉 = 〈0, ek〉 ∀k ⇐⇒ xk = 0 ∀k.

I Om E = {e1, . . . , en} är en ON-bas för V s̊a gäller

u = 〈e1, u〉e1 + 〈e2, u〉e2 + . . . 〈en, u〉en =: ProjV (u).

mao [u]E = (〈e1, u〉, 〈e2, u〉, . . . , 〈en, u〉) ∈ Rn



Basbyte mellan ON-baser, ortogonala matriser
I L̊at E vara ON-basen för V ovan. Då bevarar motsvarigheten

[u]E = x ∈ Rn skalärprodukten. Bevis

〈u, v〉 = 〈
n∑

i=1

xiei ,
n∑

j=1

yjej〉 =
n∑

i,j=1

xiyj 〈ei , ej〉︸ ︷︷ ︸
δij

=
n∑

i=1

xiyi = x · y = [u]E · [v ]E .

(1)

I L̊at E ′ vara en annan ON-bas för V . Då har vi koordinatrelationen

x = [u]E = TE←E′ [u]E′ = Tx ′, var TE←E′ = [e′1 e′2 . . . e
′
n]E .

I Resultat: T = TE←E′ är en ortogonalmatris, dvs TTT = I .

Bevis: Skriv T = [t1 t2 . . . tn]. Då är T ortogonal omm ti · tj = δij .
och sedan ti = [e′i ]E och motsvarigheten [·]E bevarar
skalärprodukten, cf. (1), f̊ar vi,

ti · tj = 〈e′i , e′j 〉 = δij .

I Konklusion:
x = Tx ′ ochx ′ = T−1x = TT x .

Gram-Schmidt ortogonaliseringsmetod

Antag a1, . . . an är bas för V . GS-metoden bildar ON-Bas
E = {e1, . . . , en} genom följande operationer:

u1 = a1, e1 =
u1

‖u1‖
(2)

u2 = a2 − 〈e1, a2〉e1, e2 =
u2

‖u2‖
(3)

...
... (4)

un = an −
n−1∑

j=1

〈ej , an〉ej , en =
un

‖un‖
. (5)

Konsekvens: Varje änligdimensionellt linjärt rum V har en ON-bas.

Kompakt QR-faktorisering
I L̊at E vara ON-basen bildat med GS-metoden fr̊an basen a1, . . . , an

ovan där vi nu antar att a1, . . . an ∈ Rn, och betrakta rang n
matrisen A = [a1 . . . an] ∈ Rm×n.

I Sedan ak ∈ Span(e1, . . . , ek) gäller

ak = ProjSpan(e1,...,ek )(ak) =
k∑

j=1

〈ej , ak〉ej ∀k.

Dvs

ak = [e1 . . . en]
[
〈e1, ak〉 〈e2, ak〉 . . . 〈ek , ak〉 0 . . . 0

]T
k = 1, 2, . . . , n

Det ger

A = [a1 . . . an] = [e1 . . . en]︸ ︷︷ ︸
=Q1




〈e1, a1〉 〈e1, a2〉 . . . 〈e1, an〉
0 〈e2, a2〉 . . . 〈e2, an〉
...

. . .
. . .

...
0 . . . 0 〈en, an〉




︸ ︷︷ ︸
=R

I Kompakt QR-faktorisering: A ∈ Rm×n med m ≥ n och Rang (A) = n kan
skrivas A = Q1R var Q1 ∈ Rm×n och R ∈ Rn×n.



Ortogonala komplementet

I Om U är underrum av V definieras ortogonala komplementet till U
(relativt till V) som

U⊥ = {v ∈ V | 〈v , u〉 = 0 ∀u ∈ U}.

U

u

v

U⊥

Figur: Ortogonalt komplement.

Ortogonala komplementet

I Om U är underrum av V definieras ortogonala komplementet till U
(relativt till V) som

U⊥ = {v ∈ V | 〈v , u〉 = 0 ∀u ∈ U}.

Egenskaper:

I U⊥ är ett underrum av V .

I (Sats 2.8 + Lemma 2.1) Om dim(U) = k <∞, s̊a gäller
V = U ⊕ U⊥. Dvs varje u ∈ V representeras entydigt som

u = u′ + u′′, där u′ ∈ U, u′′ ∈ U⊥

och för godtycklig ON-bas e1, . . . , ek för U gäller

u′ =
k∑

j=1

〈ej , u〉ej = ProjU(u).

Projektionsapprox

L̊at u ∈ V och l̊at U vara underrum till V

I (Korollar av sats 2.7) Om direktsummauppdelingen V = U ⊕ U⊥

gäller (t ex om dim(U) = k <∞) s̊a är

‖u − ProjU(u)‖ ≤ ‖u − w‖ ∀w ∈ U

och (Lemma 2.1) ProjU(u) ∈ U är entydigt minimeringselement.

U O w

ProjU(u)

u u − ProjU(u)



Projektionsapprox

L̊at u ∈ V och l̊at U vara underrum till V

I (Korollar av sats 2.7) Om direktsummauppdelingen V = U ⊕ U⊥

gäller (t ex om dim(U) = k <∞) s̊a är

‖u − ProjU(u)‖ ≤ ‖u − w‖ ∀w ∈ U

och (Lemma 2.1) ProjU(u) ∈ U är entydigt minimeringselement.

Bevis: För godtycklig w ∈ U,

‖u − w‖2 = ‖ (u − ProjU(u))︸ ︷︷ ︸
∈U⊥

+ (ProjU(u)− w)︸ ︷︷ ︸
∈U

‖2

= ‖u − ProjU(u)‖2 + ‖ProjU(u)− w‖2 ≥ ‖u − ProjU(u)‖2.

Vi användte att u − ProjU(u) ⊥ ProjU(u)− w och Pythagoras sats.

I tillämpning: MK-metoden, uppg. 2.39 som Johannes löste i
storgruppsövningen.

Fyra fundamentala underrum
Till en matris A ∈ Rm×n associeras fyra fundamentala underrum (§2.11):

N(A) = V (AT )⊥ N(A)⊥ = V (AT ) (6)

N(AT ) = V (A)⊥ N(AT )⊥ = V (A). (7)

Bevis (8): Skriv A = [a1 . . . an] och AT = [a′1 . . . a
′
m] dvs

a′k = (Ak1,Ak2, . . . ,Akn) ∈ Rn (kolonnevektor). Då är

Ax =




a′1 · x
a′2 · x

...
a′m · x


 .

Det implicerar

N(A) = {x ∈ Rn | Ax = 0} = {x ∈ Rn | a′k · x = 0 ∀k ∈ [1,m]}
= (Span(a′1, . . . , a

′
m))
⊥

= V (AT )⊥.

För direktsummarummet Rm = V (A)⊕ V (A)⊥ gäller (V (A)⊥)⊥ = V (A)
(fr̊an Lemma 2.2) och det följer att N(A)⊥ = V (AT ).

Fyra fundamentala underrum

Till en matris A ∈ Rm×n associeras fyra fundamentala underrum (§2.11):

N(A) = V (AT )⊥ N(A)⊥ = V (AT ) (8)

N(AT ) = V (A)⊥ N(AT )⊥ = V (A). (9)

Bevis (9): Använd resultatet (8) p̊a matrisen AT :

N(AT ) = V (A)⊥, N(AT )⊥ = V (A).

Tillämpning: (rangsatsen)

radrang = dim(V (AT )) = dim(V (AT )⊕ V (AT )⊥)− dim(V (AT )⊥)

= n − dim(V (AT )⊥)
(8)
= n − dim(N(A))

= dim(V (A)) = kolonnrang



Minsta kvadratmetoden
Definition: För A ∈ Rm×n och ekvationen

Ax = b (10)

finns det inte exakt lösning om b /∈ V (A).

MK-lösning: x ∈ Rn är en lösning till (11) i MK-metodens mening om

‖b − Ax‖ ≤ ‖b − Ay‖ ∀y ∈ Rn.

V (A)
O

b

Ax = b′

Figur: Bästa approximation av b.

Minsta kvadratmetoden
Definition: För A ∈ Rm×n och ekvationen

Ax = b (11)

finns det inte exakt lösning om b /∈ V (A).

MK-lösning: x ∈ Rn är en lösning till (11) i MK-metodens mening om

‖b − Ax‖ ≤ ‖b − Ay‖ ∀y ∈ Rn.

Vi vet att
‖b − ProjV (A)(b)‖ ≤ ‖b − w‖ ∀w ∈ V (A),

och att ProjV (A)(b) ∈ V (A) är entydigt minimeringselement.
MK-problemets lösning:

1. Beräkna b′ = ProjV (A)(b).

2. Lös Ax = b′.

Resultat (§2.12): Det finns minst en MK-lösning (sedan b′ ∈ V (A))
och att MK-lösningen är unik omm Rang (A) = n.
Och sedan b − b′ ∈ V (A)⊥ är x MK-lösning omm

Ax = b′ ⇐⇒ b−Ax ∈ V (A)⊥ ⇐⇒ b−Ax ∈ N(AT ) ⇐⇒ AT (b−Ax) = 0.
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Matrisen för avbildning
I L̊at U och V vara (reella) linjära rum med respektive baser
B = {b1, . . . , bn} och C = {c1, . . . , cm}.

I L̊at F : U → V vara linjär avbildning.
I För u ∈ U med motsvarande F (u) = v ∈ V , betecknar vi

koordinaterna i respektive baser

Rn 3 x = [u]B, och [v ]C = y ∈ Rm.

I Då gäller (linjära avbildningar F [·]C):

y = [v ]C = [F (u)]C =

[
F (

n∑

i=1

xibi )

]

C
=

n∑

i=1

xi [F (bi )]C

= [F (b1) F (b2) . . .F (bn)]Cx = Ax

I Matrisen A ∈ Rm×n kallas för matrisen till F i baserna B och C.
I Om U = V och B = C kallas A = [F (b1) F (b2) . . .F (bn)]B ∈ Rn×n

matrisen till F i basen B.
I Tillämpning: Man kan arbeta i Euklidiska vektorrum:

F (u) = v ⇐⇒ [F (u)]C = [v ]C ⇐⇒ Ax = y .

Exempel
L̊at U = V = P2 med standardbasen B = {1, t, t2}. L̊at

F (p)(t) := p′′(t) + tp′(t) + p(1)

vara linjära avbildning p̊a P2. Bestäm matrisen till F i basen B och
bestäm N(F ).

Lösning:

F (1) = 1, F (t) = t + 1, och F (t2) = 2t2 + 3

ger

A = [F (1) F (t) F (t2)]B =




1 1 3
0 1 0
0 0 2


 .

Sedan
F (u) = 0 ⇐⇒ Ax = 0

och det(A) = 2 6= 0 s̊a är N(A) = {0} och

N(F ) = [N(A)]−1B = [{0}]−1B = {0}.

Basbyte, linjära avbildningar
I L̊at F : V → V och l̊at E = {e1, . . . , en} och E ′ = {e′1, . . . , e′n} vara

tv̊a baser för V .
I Vad är relationen mellan

A = [F (e1) . . .F (en)]E och A′ = A = [F (e′1) . . .F (e′n)]E′ ?

I För u ∈ V och v = F (u) betecknar vi koordinaterna

x = [u]E , y = [v ]E

och
x ′ = [u]E′ , y ′ = [v ]E′ .

I Det ger
y = [v ]E = [F (u)]E = Ax och y ′ = A′x ′.

I Om vi använder relationen

x = Tx ′ och y = Ty ′ där T = TE←E′

konkluderar vi att (Sats 3.2):

Ty ′ = y = Ax = ATx ′ =⇒ y ′ = T−1AT x ′ =⇒ A′ = T−1AT .



Similära matriser

Def 3.2: Tv̊a kvadratiska matriser A och A′ för vilka det finns en
inverterbar matris T av samma storlek s̊a att

A′ = T−1AT

kallas similära.

Egenskaper:

I
det(A′) = det(A).

I Diagonaliserbara matriser är similära med en diagonalmatris.

LA kapitel 4

Egenpar

I L̊at V vara ett komplext linjär rum och F : V → V linj. avb.

I Def 4.1: Ett tal λ ∈ C kallas ett egenvärde till F om det finns en
u ∈ V \ {0} s̊adan att

F (u) = λu. (12)

Varje u 6= 0 som uppfyller (12) kallas en egenvektor till λ.
Egenrummet

E (λ) = {u ∈ V | F (u) = λu}
är ett underrum av V .

I Om E = {e1, . . . , en} är en bas för V gäller

F (u) = λu ⇐⇒ [F (u)]E = λ[u]E ⇐⇒ Ax = λx

var A = [F (e1) . . .F (en)]E och x ∈ Cn.

I I fortsättningen studerar vi linjära avbildningar F : Cn → Cn p̊a
formen F (x) = Ax var A ∈ Rn×n.



Beräkning av egenvärden
I (§4.1): λ är egenvärde till A omm det(A− λI ) = 0.
I (§4.2) Om A och A′ är similära har samma egenvärden.

Konsekvens: Oberoende av basrepresentation, har matrisen till F
samma egenvärden.

I Def 4.2:
pA(λ) = det(A− λI )

är det karakteristiska polynomet till A och rötterna till
karakteriska ekvationen

pA(λ) = 0

är egenvärdena till A.

Exempel:

A =

[
2 −1
4 −3

]
ger pA(λ) = det

[
2− λ −1

4 −3− λ

]
= λ2 − λ− 2

med egenvärden λ1 = −2, λ2 = 1. Egenvektor x1 ∈ E (λ1) \ {0} hittar vi
genom att lösa

(A−λ1)x1 = 0 t ex x1 =

[
1
4

]
, och för (A−λ2)x2 = 0 t ex x2 =

[
1
1

]
.

Egenskaper för karakteristiska polynom och egenvärden
I Genom utveckling för matrisen A = (aij)

n
i,j=1,

pA(λ) = det(A−λI ) = (−1)nλn+(−1)n

(
n∑

k=1

akk

)
λn−1+· · ·+det(A).

(13)

I Motivation: Endast
∏n

k=1(akk − λ) ger bidrag till koefficienterna
framför λn och λn−1 och pA(0) = det(A).

I Polynomet pA(λ) har n rötter som vi betecknar λ1, . . . , λn. Då gäller

pA(λ) = (−1)n(λ− λ1)(λ− λ2) . . . (λ− λn)

= (−1)nλn + (−1)n

(
n∑

k=1

λk

)
λn−1 + · · ·+

n∏

k=1

λk .
(14)

I Jämföring av (13) och (14) ger

n∏

k=1

λk = det(A) och
n∑

k=1

λk =
n∑

k=1

akk .

Algebraisk och geometrisk multiplicitet

Def 4.3: Den algebraiska multipliciteten för ett egenvärde λ till
matrisen A är multipliciteten av λ som rot till ekvationen pA(λ) = 0. Vi
skriver ma(λ).

Den geometriska multipliciteten för egenvärdet λ är definierad som

mg (λ) = dim E (λ).

Lemma 4.1: Om λ är ett egenvärde till A s̊a gäller att mg (λ) ≤ ma(λ).

Exempel: Matrisen

A =

[
3 1
0 3

]

ger pA(λ) = (3− λ)2 som ger egenvärdet λ = 3 med mg (3) = 2 medan
E (3) = Span((1, 0)) och ma(3) = 1.

Om mg (λ) < ma(λ) för ett egenvärde kallas det defekt.



Diagonalisering

Sats 4.5: Om n × n matrisen A har n linjärt oberoende egenvektorer
e1, . . . , en med tillhörande egenvärden λ1, . . . , λn. Då gäller att inget
egenvärde är defekt och

T−1AT = D

där T = [e1 e2 . . . en] och D = diag([λ1 λ2 . . . λn])
Bevis (av diagonaliseringen): Fr̊an ovan har vi

AT = [Ae1 Ae2 . . . Aen] = [λ1e1 λ2e2 . . . λnen] = TD.

Def 4.4: Om A är similär med en diagonalmatris kallas A diagonaliserbar.

Matrisen A är diagonaliserbar omm inget egenvärde är defekt (§4.8).
Specialfall:

I Om A har n olika egenvärden (§4.6 ger att olika egenvärden har
motsvarande egenvektorer som är linj. oberoende).

I Om A = AT (spektralsatsen).

Symmetriska linj. avbildningar
Vi ser här p̊a symmetriska matriser, se boken för mer generella
symmetriska linj. avb.

I En matris A ∈ Rn×n är symmetrisk om AT = A.

I §4.10: Om A = AT s̊a är alla egenvärdena reella.
Bevis:

Ax = λx =⇒
{

xTAx = λxT x

(Ax)
T

x = λxT x =⇒ xTAx = λxT x

}
=⇒ λ−λ = 0,

(sedan xT x =
∑n

k=1 |xk |2 > 0.)

I Konsekvens: Det finns reella egenvektorer till egenvärdena till
symmetriska matriser A, s̊a vi beg̈ransar oss till att studera
matrisavbildningar p̊a reella vetkorrummet Rn med
standardskalärprodukten.

I §4.11 (för matriser): Egenvektorer hörande till olika egenvärden
av den symmetriska matrisen A är ortogonala.
Bevis: För Ax1 = λ1x1 och Ax2 = λ2x2 där λ1 6= λ2 gäller att

λ1xT
2 x1 = xT

2 Ax1 = (Ax2)T x1 = λ2xT
2 x1 =⇒ (λ1−λ2)xT

2 x1 = 0 =⇒ xT
2 x1 = 0.

Spektralsatsen för matriser §4.13

Om A ∈ Rn×n är symmetrisk s̊a finns en ON-bas E = {e1, . . . , en}
best̊aende av egenvektorer till A s̊a att

TTAT = D,

där matrisen T = [e1 e2 . . . en] (givetvis) är ortogonal och
D = diag([λ1 λ2 . . . λn]) med Aek = λkek för k = 1, 2, . . . , n.



Tillämpning av diagonalisering 1:

Om A = TDT−1 kan vi enkelt beräkna att Ak = TDkT−1 för alla k ∈ N.

Kan användas t ex till att studera evolutionen till differensekvationer

xn+1 = Axn n ≥ 0

dvs
xn = Anx0.

Tillämpning av diagonalisering 2:
Diagonalisering förenklar lösandet av linjära ODE p̊a formen

x ′(t) = Ax(t) t > 0

x(0) = x0 ∈ Rn.

1. Om vi antar A = TDT−1 med T = [b1 b2 . . . bn] och
D = diag([λ1 λ2 . . . λn]) s̊a gäller att

T−1x ′ = DT−1x .

2. Definiera y(t) = T−1x(t), som enligt ovan löser

y ′(t) = Dy(t) dvs y ′1 = λ1y1, y ′2 = λ2y2, . . . , y
′
n = λnyn.

3. Lösning: y1(t) = c1eλ1t , . . . , yn(t) = cneλnt , som ger

x(t) = Ty(t) = T




c1eλ1t

...
cneλnt




4. vektorn c = (c1, . . . , cn) = y(0) bestäms genom begynnelsevillkoren:

Tc = Ty(0) = x(0) = x0 =⇒ c = T−1x0.

Exempel:

x ′ =

[
4 3
3 −4

]
x t > 0

x(0) =

[
1
2

]

1. (Diagonalisering av matrisen)

A = T

[
5 0
0 −5

]
TT , där T =

1√
10

[
3 1
1 −3

]

2. (Lös “diagonalproblem”)

y ′ =

[
5 0
0 −5

]
y =⇒ y(t) =

[
c1e5t

c2e−5t

]

3. (Lös x fr̊an y)

Tc = Ty(0) = x(0) =⇒ c = TT

[
1
2

]
=

1√
10

[
5
−5

]

x(t) = Ty(t) =
1

2

[
3e5t − e−5t

e5t + 3e−5t

]
.



N1:

Viktiga begrepp och definitioner

I Absoluta och relativa felet.

I Första ordnings felfortplantningsapproximation för ett problem med
algoritm f : I → R

|δf (x)| = |f (x + δx)− f (x)| . |f ′(x)||δx |.

och för f : Rm → Rn med Jacobian J:

‖δf (x)‖ = ‖f (x + δx)− f (x)‖ . ‖J(x)‖‖δx‖

I Stabilitet för problem (exakta algoritmer) och approximativa
algoritmer.

I Maskintalet µ = 0.5 ·β1−t och dens relation till flyttalsrepresentation

fl(x) = x(1 + δ) för n̊agon |δ| ≤ µ.

(µ = 2−53 för Double 64).

Konditionstal
Ett problem med algoritm f är stabilt/välkonditionerad om
konditionstalet är litet. Tumregelsdefinition av konditionstalet till f (det
vi i praksis beräknar)

κ(x) =
‖Relativfel utdata‖
‖Relativfel indata‖ =

‖f (x + δx)− f (x)‖/‖f (x)‖
‖δx‖/‖x‖

Exempel: Ax = b, var A är inverterbar. Algoritm x(b) := A−1b.

1. Störning i indata b + δb, leder till problem Ax = b + δb med utdata
x(b + δb) = A−1(b + δb).

2. Utdatafelet:

δx = x(b + δb)− x(b) = A−1(b + δb)− A−1b = A−1δb

3. Genom ‖b‖2 = ‖Ax‖2 ≤ ‖A‖2‖x‖2 och ‖A−1δb‖2 ≤ ‖A−1‖2‖δb‖2
f̊ar vi matrisens konditionstal för 2-normen:

κ2 =
‖δx‖2/‖x‖2
‖δb‖2/‖b‖2

=
‖A−1δb‖2‖Ax‖2
‖x‖2‖δb‖2

≤ ‖A
−1‖2‖δb‖2‖A‖2‖x‖2
‖x‖2‖δb‖2

= ‖A−1‖2‖A‖2.



Bak̊atstabilitet

I Ett problem (med (exakt) algoritm f ) är stabilt om relativt små
förändringar i indata ger relativt små förändringar i utdata.

I Definitionen: En numerisk/approximativ algoritm f̂ ≈ f sägs vara
stabil i “indatapunkten” x 6= 0 om relativa bak̊atfelets storlek

‖f −1(f̂ (x))− x‖
‖x‖

är litet.

I Med andra ord, f̂ är stabil om f̂ (x) är exakta lösningen till nästan
rätt problem (f (x̂)).

I Alternativ definition som är lättare att använda (Trefethen and Bao
“Num. lin. alg.” (14.5) ): En numerisk/approximativ algoritm f̂ ≈ f
sägs vara stabil om för varje indata x , s̊a är

f̂ (x) = f (x̃) för n̊agon x̃ med
‖x̃ − x‖
‖x‖ = O(µ)

var µ är maskintalet.

Exempel (N Sektion 5.7) Gausselimination med flyttalsaritmetik leder
till approximativ algoritm

x̂(A) = (A + δA)−1b, där (typisk)
‖δA‖
‖A‖ = O(µ).

Approximativa algoritmen löser problemet Âx̂ = b, jämför med exakta
algoritmen x(A) = A−1b som löser Ax = b.
Observation: Om vi väljer Ã = A + δA följer det att

x̂(A) = x(Ã) och
‖Ã− A‖
‖A‖ =

‖δA‖
‖A‖ = O(µ).

Med andra ord, approximativa algoritmen är stabil.

N2:



Iterationsmetoder 1D

Problem: Önskar att hitta en rot x̂ till ekvationen f (x) = 0 var
f : R→ R är icke-linjär funktion.

Iterationsmetod: Metod som iterativt genererar följd x1, x2, . . . som
förhopningsvis konvergerar mot x̂ .

Enkel/multipelrot: En rot x̂ till f (x) = 0 kallas en enkelrot om
f ′(x̂) 6= 0, och annars kallas den för en multipelrot.

Konvergensordning: Om följden xk konvergerar mot x̂ s̊a är
konvergensordningen definierad som största q ≥ 1 s̊adan att

lim
k→∞

|xk+1 − x̂ |
|xk+1 − x̂ |q = C <∞

för n̊agon C > 0. (Om q = 1 måste C < 1.)

Newtons metod

Algoritm: Startapprox x0 och

xk+1 = xk −
f (xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, . . .

Egenskaper: Lokalt konvergent med ordning 2 om x̂ är enkelrot och 1
annars. Metoden mislyckas om f ′(x0) = 0.

Exempel: Iteration ett steg för att lösa x − e−x = 0 med x0 = 0.6:

1.
f ′(x) = 1 + e−x

2.

x1 = x0 −
f (x0)

f ′(x0)
= 0.6− 0.6− e−0.6

1 + e−0.6

Sekantmetoden

Startapproximationer x0, x−1 och

xk+1 = xk −
f (xk)(xk − xk−1)

f (xk)− f (xk−1)
, k = 0, 1

Motivation:

f ′(xk) ≈ f (xk)− f (xk−1)

xk − xk−1
.

Egenskaper: Lokalt konvergent med ordning 1+
√
5

2 om x̂ är enkelrot och
ordning 1 annars. Metoden mislyckas om f (xk) = f (xk−1).



Fixpunktiteration

För att bestämma rötter till f (x) = 0, hitta en funktion g : R→ R s̊adan
att

x = g(x) =⇒ f (x) = 0.

Fixpunkt: En punkt x s̊adan att x = g(x) kallas en fixpunkt till g .
Enligt ovan är alla fixpunkter till g rötter till f .

Algoritm: Startapprox x0 och

xk+1 = g(xk) k = 0, 1, . . .

Egenskaper: Fixpunktmetoden konvergerar lokalt mot en rot x̂ om
|g ′(x̂)| < 1 med konv. ordning 1.

Obs! Det sv̊ariga är typisk att hitta en lämplig funktion g (försök
genom omformulering av f ).

System av icke-linjäre ekvationer
Vi söker rötter till

f (x) = 0, där f : Rn → Rn (15)

är icke-linjär funktion.

Newtons metod: Startapprox x0 ∈ Rn och

xk+1 = xk − J−1(xk)f (xk), k = 0, 1, . . . ,

där J : Rn → Rn×n är Jacobianen till f .

Motivation, Newtons metod: Linjär approximation av f (x) kring
punkten xk i ekv. (15) ger

f (xk) + J(xk)(x − xk) = 0 =⇒ x = xk − J−1(xk)f (xk).

Egenskaper: Lokalt konvergent med ordning 2 vid roten x̂ om J(x̂) är
inverterbar och 1 annars. Om J(x0) är singulär säger vi att metoden
mislyckas.

Newtons metod forts

Alternativt skrivsätt algoritmen: är att introducera sökriktning sk

J(xk)sk = −f (xk)

xk+1 = xk + αksk

}
k = 0, 1, . . .

Motivationen är att bilda olika mer flexibla/robusta/effektiva metoder, t
ex dämpad Newtons metod (med αk < 1).



Fixpunktiteration för system

Precis samma ide som i 1D: För att bestämma rötter till f (x) = 0, hitta
en funktion g : Rn → RN s̊adan att

x = g(x) =⇒ f (x) = 0.

Obs! Alla fixpunkter till g rötter till f .

Algoritm: Startapprox x0 ∈ Rn och

xk+1 = g(xk) k = 0, 1, . . .

Egenskaper: Fixpunktmetoden konvergerar lokalt mot en rot x̂ om
‖G (x̂)‖ < 1 med konv. ordning 1, för n̊agon norm (t ex 2-normen eller
∞-normen), var G : Rn → Rn är Jacobianen till g . (Se exempel 2.12).

Metodoboeroende feluppskattning

L̊at x̂ ∈ Rn vara en rot (och punkten) som iterationsföljden xk
konvergerar mot.

Om man önskar skatta felet vid iteration k kan man Taylorutveckla f (xk)
kring roten x̂ :

f (xk) = f (x̂)︸︷︷︸
=0

+J(x̂)(xk − x̂) +O(‖xk − x̂‖) ≈ J(xk)(xk − x̂).

Som ger första ordningens feluppskattning

‖xk − x̂‖ ≈ ‖J−1(xk)f (xk)‖.

N3:



Polynominterpolation

Antag att f : R→ R, att x0 < x1 < . . . < xn och att vi känner

(xi , f (xi )) i = 0, 1, . . . , n.

Problem: Bestämma ett interpolationspolynom pn ∈ Pn som g̊ar genom
punkterna (xi , f (xi )). Dvs

pn(xi ) = f (xi ) ∀i = 0, 1, . . . , n. (16)

Newtons form: Vi skriver polynomet p̊a formen

pn(x) = c0+c1(x−x0)+c2(x−x0)(x−x1)+. . .+cn(x−x0)(x−x1) . . . (x−xn−1)
(17)

Ekvationerna (16) och (17) leder till ekvationssystem

pn(x0) = c0 = f (x0)

pn(x1) = c0 + c1(x1 − x0) = f (x1)

...
...

pn(xn) = c0 + c1(xn − x0) + . . .+ cn

n−1∏

j=0

(xn − xj) = f (xn)

Som motsvarar ekvationssystemet




1 0 . . . . . . 0
1 (x1 − x0) 0 . . . 0
...

...
. . .

...

1 (xn−1 − x0) . . .
∏n−2

j=0 (xn−1 − xj) 0

1 (xn − x0) . . .
∏n−2

j=0 (xn − xj)
∏n−1

j=0 (xn − xj)




︸ ︷︷ ︸
=A




c0
...

cn




︸ ︷︷ ︸
c

=




f (x0)
...

f (xn)




︸ ︷︷ ︸
=b

Sedan det(A) =
∏n

i<j(xj − xi ) 6= 0 är matrisen inverterbar.

Interpolationspolynomet pn ∈ Pn är entydigt med c = A−1b.

Exempel:

Anpassa ett polynom p2 ∈ P2 till värdena

x 0 1 3
f (x) 1 3 1

Lösning: Newtons form:

p2(x) = c0 + c1(x − 0) + c2(x − 0)(x − 1)

och ekvationer
p2(0) = 1 =⇒ c0 = 1,

p2(1) = 3 =⇒ c0 + c1 = 3 =⇒ c1 = 2

och
p2(3) = 1 =⇒ c0 + 3c1 + 6c2 = 1 =⇒ c2 = −1.



Trunkeringfel
“Trunkeringsfelssatsen för polynominterpolation”: L̊at pn ∈ Pn vara
interpolationspolynomet till f ∈ C n+1[a, b] genom punkterna
a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Då gäller följande för x ∈ [a, b]

pn(x)− f (x) = − f (n+1)(ξ(x))

(n + 1)!
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn),

där ξ(x) ∈ [a, b].

RT := pn(x)− f (x)

kallas för trunkeringsfelet

Tillämpning: Skatta approximationsfel. Till exempel, om p1 ∈ P1

upfyller p1(0) = f (0) och p1(1) = f (1) s̊a gäller (se exempel 3.2)

max
x∈[0,1]

|p1(x)− f (x)| ≤ max
x∈[0,1]

|f ′′(x)|
8

.

Runges fenomen f (x) = (1 + 25x2)−1. Johannes figurer
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Interpolation med splines

Är ocks̊a pensum . . .
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Trapetsformeln och -regeln
För en funktion f : [a, b]→ R ser vi p̊a numeriska metoder, dvs
kvadraturformler, som approximerar integralen av f p̊a följande sätt

∫ b

a

f (x)dx ≈
n∑

i=0

f (xi )wi , där
n∑

i=0

wi = b − a.

I Trapetsregeln: approximationsintegral med interoplationspolynom
p1 ∈ P1 genom punkterna (a, f (a)) och (b, f (b)):

I =

∫ b

a

f (x)dx ≈
∫ b

a

p1(x)dx = (f (a) + f (b))
(b − a)

2

I |Trunkeringsfelet| ≤ C maxx∈[a,b] |f ′′(x)|(b− a)3 kan härledas genom
skattning av f (x)− p1(x).

I Trapetsformeln: Trapetsregeln över varje interval [xi , xi+1] i ett gitter
a = x0 < x1 < . . . < xn = b med (l̊at oss anta) uniform steglängd
xi+1 − xi = (b − a)/n = h :

T (h) :=
n∑

i=0

(f (xi )h)− f (x0) + f (xn)

2
h,

Trunkeringsfel: |I − T (h)| ≤ Ch2 max
x∈[a,b]

|f ′′(x)|.

Simpsons regel
I Approximationsintegral med interoplationspolynom p2 ∈ P2 genom

punkterna (a, f (a)), ((a + b)/2, f ((a + b)/2)) och (b, f (b)):

I =

∫ b

a

f (x)dx ≈
∫ b

a

p2(x)dx =

[
f (a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f (b)

]
(b − a)

6
.

I |Trungkeringsfelet| ≤ C maxx∈[a,b] |f (4)(x)|(b − a)5 kan härledas
genom skattning av f (x)− p2(x).

I Simpsons formel: Simpsons regel över varje interval [x2k , x2(k+1)] (l̊at
oss anta) uniformt gitter a = x0 < x1 < . . . < x2n = b med

steglängd h = (b−a)
2n :

S(h) =
n−1∑

i=0

∫ x2(i+1)

x2i

p2,i (x) dx =
2h

6

n−1∑

i=0

[
f (x2i ) + 4f (x2i+1) + f (x2(i+1))

]
,

där p2,i ∈ P2 är interpolationspolynomet genom f i punkterna
x2i , x2i+1 och x2(i+1), (faktorn 2h/6 ovan sedan x2(i+1) − x2i = 2h).

Trunkeringsfel: |I − S(h)| ≤ Ch4 max
x∈[a,b]

|f (4)(x)|.
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Viktiga begrepp, resultat osv.

I LU- och LUP-faktorisering:

I Stabilitet linj. ekv. system (redan sett p̊a).

I QR- och SVD-faktorisering.

I Algoritmer för beräkning av egenvärden: potensmetoden och invers
iteration.

LU- och LUP-faktorisering
I Antag att A ∈ Rn×n (algoritmen kan även tillämpas p̊a rektangulära

matriser, men det görs sellan).

I Genom elementära radoperationer leder Gausselimination till en
upp̊at triangulär matris U ∈ Rn×n som är radekvivalent med A.

I Om inga radbyten gjorts gäller LU-faktoriseringen av A:

A = LU,

där L ∈ Rn×n är ned̊at triangulär.

I Om det gjordes radbyten i Gausseliminationen s̊a finns en
permutationsmatris P ∈ Rn×n och en L av samma form som ovan
s̊adana att LUP-faktoriseringen av A kan skrivas:

PA = LU.

I Lösning av Ax = b med LU-faktorisering:

Ly = b (framåtsubstitution), beräkningskostnad: O(n2),

Ux = y (bak̊atsubstitution), beräkningskostnad: O(n2).

jmf Ax = b (Gausselimination) har beräkningskostnad O(n3).



QR faktorisering

Om A ∈ Rm×n med m ≥ n s̊a finns en ortogonalmatris Q ∈ Rm×m och
en upp̊at triangulär R̂ ∈ Rm×n s̊adana att

A = QR̂ = Q

[
R
0

]
, (full QR-faktorisering),

var R ∈ Rn×n är upp̊at triangulär.

I Genom att skriva Q = [Q1 Q2] där Q1 ∈ Rm×n och Q2 ∈ R(m×(m−n)

f̊ar vi

A = [Q1 Q2]

[
R
0

]
= Q1R (kompakt QR-faktorisering),

I Om Rang (A) = n kan vi, som visad, beräkna kompakt
QR-faktorisering med Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod.

Tillämpingar: QR-iteration (egenvärdsberäkningar) och beräkning av
minstakvadratlösningar.

QR-faktorisering och minstakvadratproblemet
Antag att A ∈ Rm×n med Rang (A) = n och, som ovan,

A = Q

[
R
0

]
= [Q1 Q2]

[
R
0

]
.

Problem: Vi söker minstakvadratlösningen till

Ax = b (18)

Resultat: x är MK-lösning till (18) omm

Rx = QT
1 b.

Bevis: Använd att Q är ortogonal gäller QTQ = I = QQT och

‖Qy‖22 = yTQTQz = yT y = ‖y‖22 ∀y ∈ Rn.

Resultatet följer fr̊an

‖Ax − b‖22 =

∥∥∥∥Q

[
R
0

]
x − b

∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥Q

([
R
0

]
x − QTb

)∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥
[

R
0

]
x − [Q1 Q2]Tb

∥∥∥∥
2

2

=
∥∥Rx − QT

1 b
∥∥2
2

+
∥∥QT

2 b
∥∥2
2

SVD-faktorisering
För varje A ∈ Rm×n finns en singulärvärdesfaktorisering

A = UΣV T .

I U ∈ Rm×m och V ∈ Rn×n b̊ada är ortogonalmatriser

I Σ är en m× n matris som är nollskild endast längs huvuddiagonalen.
T ex om m > n, s̊a är

Σ =




σ1

σ2 0
. . .

0 σn




där σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0 är singulärvärdena till A.

Specialfall: Om A ∈ Rn×n är symmetrisk och positiv definit, s̊a är
A = VDV T matrisens SVD-faktoriseringen (med D = diag(λ1, . . . , λn)).



Kompakt SVD

Om Rang (A) = r ≤ n s̊a finns endast r strikt positiva singulärvärden.
Kompakt SVD:

A = [U1 U2]

[
Σ1 0
0 0

] [
V T
1

V T
2

]
= U1Σ1V T

1

där Σ1 = diag(σ1, . . . , σr ) ∈ Rr×r , U1 = [u1 . . . ur ] ∈ Rm×r ,
V1 = [v1 . . . vr ] ∈ Rr×n osv

Egenskaper: N(A) = V (V2) och V (A) = V (U1). Det följer fr̊an
representationen

A =
r∑

j=1

σjujv
T
j

och att

Avj =

{
σjuj om j ≤ r =⇒ V (A) = A(Span(v1, . . . vr )) = V (U1)

0 om j > r =⇒ N(A) = Span(vr+1, . . . , vn) = V (V2).

Minstakvadratmetoden och SVD

Man kan visa att om

x = V1Σ−11 UT
1 b s̊a är x MK-lösning till ekvationen Ax = b.

Moore-Penroses pseudoinvers: A+ := V1Σ−11 UT
1 .

Trunkerad SVD: Rang r matrisen

A =
r∑

j=1

σjujv
T
j kan approximeras till rang k < r av Ak :=

k∑

j=1

σjujv
T
j .

I Ak är närmaste matris av rang k till matrisen A i 2-norm:

Ak ∈ arg min
B∈Rn×n av rang K

‖B − A‖2.

I Trunkerad matris f̊ar bättre konditionstal (leder till mer stabila
problem) sedan σ−1k = ‖A+

k ‖2 ≤ ‖A+‖2 = σ−1r

Potensmetoden

Metod för beräkning av största egenvärdet i belopp till matrisen

A = VDV−1, där V = [v1 v2 . . . vn], och |λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ . . . .

Agloritm: Startvektor x0 ∈ Rn och för k = 0, 1, . . .

yk+1 = Axk

xk+1 =
yk+1

‖yk+1‖

Villkor för att xk → v1 när k →∞: måste ha c1 6= 0 i

x0 =
n∑

i=1

civi .

Invers iteration: Beräkning av minsta egenvärdet i belopp med
potensmetoden tillämpad p̊a A−1.
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Stabilitet linjära ODE

Ett begynnelsevärdeproblem (BVP) kan skrivas

y ′(t) = f (t, y(t)), t > 0

y(0) = z
(19)

där f : [0,∞)× Rm → Rm och z ∈ Rm.

Def: Stabilitet (specialfall): Ett linjärt BVP p̊a formen

y ′ = Ay t > 0

y(0) = z
(20)

där A ∈ Rm×m sägs vara (asymptotiskt) stabilt om

lim
t→∞

y(t) = 0 för alla begynnelsevillkor z ∈ Rm.

Resultat: Ett BVP p̊a formen (20) är stabilt omm Re(λk) < 0 för alla
egenvärden till A.

Numeriska metoder

Följande approximationer av derivatan

y ′(t) ≈
{

D+y(t; h) = y(t+h)−y(t)
h framåtdifferens

D−y(t; h) = y(t)−y(t−h)
h bak̊atdifferens,

har b̊ada trunkeringsfel |y ′(t)− D±y(t; h)| = O(h) och kan användas till
att konstruera respektive numeriska enstegsmetoder för att lösa (19):

I Euler framåt: Sätt y0 = z och för

yn+1 = yn + hf (tn, yn), n = 0, 1, . . .

I Euler bak̊at: Sätt y0 = z och för

yn+1 = yn + hf (tn+1, yn+1) n = 0, 1, . . .

Ovan representerar h > 0 den numeriska metodens steglängd och
yn ≈ y(nh).

Båda metoderna har lokalt trunkeringsfel O(h2) och
approximationsordning 1 (cf. lektion 22)



A-stabilitet
Antag att y är lösning till godtyckligt stabilt linjärt BVP p̊a formen (20).

Definition: Som en motsvarighet till stabiliteten till exakta lösningen
säger vi att en numerisk metod yn ≈ y(nh) är stabil för en viss
steglängd h > 0 om

lim
n→∞

yn = 0 ∀y0 ∈ Rm (21)

Om (21) gäller för alla steglängder h > 0 s̊a är den numeriska metoden
A-stabil.

För det endimensionella stabila testproblemet

y ′ = λy t > 0, med Re(λ) < 0, och y(0) ∈ R,

kan man visa att

|yn| =

{
|1 + hλ|n|y0| för Euler framåt

|1− hλ|−n|y0| för Euler bak̊at

Konklusion: Euler framåtmetoden är stabil för alla h > 0 s̊a att

|1 + hλ| < 1

Euler bak̊atmetoden är stabil för alla h > 0 s̊a att

|1− hλ| > 1 =⇒ stabil för alla h > 0 =⇒ metoden är A-stabil.

Stabilitet för numeriska metoder i fler dimensioner

För flerdimensionella stabila testproblem p̊a formen

y ′ = Ay t > 0,

y(0) = z ∈ Rm

dvs med Re(λk) < 0 för alla egenvärdena till A, s̊a kan man härleda att:

I Euler bak̊atmetoden: är A-stabil

I Euler framåtmetoden: är stabil för alla h > 0 s̊a att

|1 + λkh| < 1 ∀k = 1, 2, . . . ,m.
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Minimeringsproblem:

min f (x)d̊a

{
g(x) = 0

h(x) ≤ 0
(22)

I f : Rn → R– objektfunktion
I g : Rn → Rm– likhetsbivillkor
I h : Rn → Rk– olikhetsbivillkor

Vi betecknar det till̊atna omr̊adet

X = {x ∈ Rn | g(x) = 0 och h(x) ≤ 0},
och säger att x̂ ∈ X är

I ett globalt minimum till (22) om

f (x̂) ≤ f (x) ∀x ∈ X \ {x̂}
och strikt globalt minimum om “≤” erstätts med “<”

I ett lokalt minimum till (22) om

f (x̂) ≤ f (x) för alla till̊atna x i en omgivning kring x̂ .

Minimering utan bivillkor

Minimeringsproblem:
min
x∈Rn

f (x) (23)

(Del av LA Sats 4.18): Om x̂ ∈ Rn är en kritisk punkt till f , dvs
∇f (x̂) = 0, s̊a är x̂ ett strikt lokal minimum till f om Hessianen
H(x) = J(∇f )(x) är positiv definit i punkten x̂ .

Minimering n = 1: Vi kan använda Newtons metod för att hitta kritiska
punkter till f , dvs till att lösa ekvationen

f ′(x) = 0

Algoritm: x0 ∈ R startgissning och

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
k = 0, 1, . . .

Flerdimensionell minimering
Steepest descentmetoden: Löser

∇f (x) = 0

med följande sökemetod: x0 ∈ Rn startgissning och

sk = −∇f (xk)

xk+1 = xk + αksk

}
k = 0, 1, . . .

där sk = −∇f (xk) är sökriktningen och αk ∈ R är steglängden.
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Figur: Minimering av f (x , y) = y 2/2− x + x2(x + y)2/4.



Flerdimensionell minimering
Steepest descentmetoden med linjesöking: Löser

∇f (x) = 0

med följande sökemetode:
x0 ∈ Rn startgissning och

sk = −∇f (xk)

xk+1 = xk + αksk

}
k = 0, 1, . . .

där sk är sökriktningen och αk ∈ R är steglängden.

Descentriktning: n-vektorn s i x kallas en decsentriktning om det finns
en δ > 0 s̊a att

f (x + αs) < f (x) ∀α ∈ (0, δ),

och alla s s̊a att ∇f (x) · s < 0 är descentrikninger i x .

Motivation steepest descent: Sökriktningen sk = −∇f (xk) är den
descentriktinigen i xk som funktionen avtar snabbast i (kuriosa: sedan

−∇f (x) = arg mins∈Rn
d

dα
f (x + αs)

∣∣∣
α=0

)

Flerdimensionell minimering
Steepest descentmetoden med linjesöking: Löser

∇f (x) = 0

med följande sökemetode:
x0 ∈ Rn startgissning och

sk = −∇f (xk)

xk+1 = xk + αksk

}
k = 0, 1, . . .

där sk är sökriktningen och αk ∈ R är steglängden.

Linjesöking: Given sökriktningen sk bestäms steglängden αk genom att
lösa linjesökingsproblemet

αk = arg min
α

f (xk + αsk). (24)

Detta är ett endimensionellt minimeringsproblem som man t ex kan lösa,
som ovan, med Newtwons metod.

Specialfall: Om f = 1
2xTHx + bT x + c , (dvs om f är kvadratisk) s̊a är

lösningen till (24)

αk =
−∇f (xk) · sk

sTk Hsk
=

sk · sk
sTk Hsk

.


