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Approximationsfel

Av olika skal behdver vi studera approximationsfel.
» Mitfel och avrundingsfel (datorer representerar ndrap3 alla tal
approximativt) ...

» T exalla tal i intervallet (1 —¢/4,1 4 ¢/2) var e = 2.2 % 10716
sparas som (64-bit flyttalet) 1 i Matlab.

» Notation: For en skaldr x € R later vi X beteckna en approximation
av x. T ex:
X =3.14 ~ 3.14159265. .. = x.

» Ofta maste man anvinda en approximativ algoritm for att 16sa ett
problem (&ven i fall dar det finns en exakt algoritm).

» Exempel: Exakt algoritm f(x) = e* och approximativ alg.

F(x) :=14+x+x2/2~ €~

Absoluta och relativa felet

» Tva satt att beskriva approximationsfelet:

» Absoluta felet: 6x := X — x.
> Relativa felet ar definierad som

0x X —x _ absoluta felet

X x  exakta virdet’

» Exempel: Approximationen X = 3.14 av x = 3.14159265. .. ger

5

Sx := —0.00159265 ... ~ —0.15927-10~2 och X ~ —0.508-103.
X

(1)

» Om man inte kdnner exakta vardet till x (och x, & # 0) kan relativa
felet approximeras

Felgranser och noggrannhet

» Ofta behdvs endast konservativa skattningar av approximationsfelets
storlek. Konstanter c1, ¢, > 0 ar felgranser for resp fel om foljande
galler

1)
|0x] < a1, ‘X‘ <o.
X

> | exemplet ekv. (1) &r ¢; = 0.2-1072 ¢; = 0.6 - 1073 mgjliga
felgranser sedan

|6x| 22 0.15927-1072 < 0.2:1072 och “SX' ~ 0.508-1072 < 0.6-10>.
X

» Om det absoluta felet uppfyller [6x| < 0.5-107" sager vi att
approximationen % har (minst) n korrekta decimaler (Obs! n kan
vara negativ.)

> (Obs! inte helt samma definition som Num Linj Alg. boken s. 9) Om
relativa felet uppfyller |dx|/|x| < 0.5-107" siger vi att
approximationen X har (minst) n signifikanta siffror.

Se: https://ece.uwaterloo.ca/ dwharder/NumericalAnalysis/O1Error/SignificantDigits/

» Approximationen X = 3.14 av 7 har n = 2 korrekta decimaler och
signifikanta siffror.




Felfortplantning

> Antag vi har en funktion/algoritm 7 : | — R, var | C R och att vi
onskar att berdkna f(x) foér indatan x € /.

» Felfortplanting studerar hur fel i indata X — x fortplantar sig till fel i
utdata f(X) — f(x) =: 6f(x).
» Om vi antar f € C}(/,R) ger medelvirdessatsen

SF(x) = F/(x + 06x)(% — x) = f'(x + 06x)dx, 0 € [0,1].

» Observation: |utdatafelet|>|indatafelet| om |f’| > 1, och annars &r
|indatafelet| > |utdatafelet|.

» Om inte 6 och/eller x &r bekanta, anvinds ofta foérsta ordningens
approximativa felfortplaningsformel

5f(x) =~ f'(X)dx 2
med motsvarande absoluta och relativa felgranser

5(x)
f(%)

F(%)
(%)

~

5F0O| < 1F(R)]I6x] och ]

|0x]

Exempel 1.2

Vi 6nskar att bestimma volymen till en boll med radien r.
Antag var métning av radien 7 dr bestamd med 1% relativfel (indatafel).
Ange felgrdns for relativfelet till volymbestammningen.

LGsning:
1. Formeln fér volymen: V(r) = (4/3)mr® med V'(r) = 4nr?.
2. Relativfelet hégst 1% implicerar att |0r| < 0.01|r| < 0.01|7| (var vi
anviander approximativa felgransen sedan vi inte kanner r).

3. Approximativa felfortplantningsformeln ger

’5V(I) <'V’(f) 67|
V() |~ V()
4772

- '(4/3)7rf3

.0.01 - |7| = 0.03.

Konklusion: 1% relativfel i indata ger att volymen kan bestimmas med
3% relativfel.

Hogre ordnings felapproximation

» Medelvirdssatsen (2) leder till férsta ordningens approximation av

felfortplantningen

§f(x) ~ f/(R)dx (3)

» Om f’(X) =~ 0, s3 ar sannolikt approximationen (3) for optimistisk.
» Om tex f € C?(/,R) kan man i stillet hirleda en andra ordningens

utveckling

1.
SF(x) = F/(x)dx + " (x + 05x)3x° /2, 0 € [0,1],

2. och, om f’(R) & 0, approximativa felfortplantningsformeln

5F(x) = F(R)6x /2.




Exempel 1.4 (dndrat)

Betrakta f(x) = x2 + 2x — 1 och antag vi ir givna mitningen
% = —1=x och |& — x|/|X| < 0.01. Hur noggrant kan f(x) bestimmas?

L6sning:
1. Sedan f’(x) = 2x 42 &r f’(X) = 0, och vi anvdnder approximationen

SF(x) ~ f(R)6x? 2.
2. f(X) = —2och f"(X) =2 ger

F(%)
F(8)

‘M(X) < 5x2/2 < 0.5-107*.

f(%)

Konklusion: f(x) kan bestimmas med fyra signifikanta siffror.

Felfortplantning i flera variabler

» Generalisering av begreppen ovan fran endimensionella fall till
n-dimensionella fall:

» For en approximation X =~ x var X, x € R", och §x = X — x siger vi
att ¢, ¢ > 0 ar resp. felgranser for absoluta och relativfelen om

l1éx]]

Iox]| < a1, & H H < 6.

» Om f € CY(I,R) var I CR", dvs f(x) = f(x1, X2, - - -, Xn) kan
felfortplaningen fran fel i indata

R=x+0x= 0+ 0x1,...,%X+ 0xs)

till fel i utdata f(R) = f(x) + 6f(x) skattas via medelvirdssatsen
. td = Of
SF(x) = F(R)—F(x) = / Fborstx) ds =30 Sl (x00x)0%, 0 € [0.1]
0 —

» Approximation, om x &r obekant: 0f(x) = Vf(X) - dx.

Felfortplantning i flera variabler forts.

» Cauchy-Schwartz, |x - y| < |Ix|lllyll. x,y € R", &r nyttig vid
skattning av felgréns for felfortplantningen:

df (x)

_ IvE®llox
F(x)

[F(x)]
(4)

10F 0| S [VF(R)-0x] < [IVF(R)IIlIox]| & ’

Exempel 1.4 (dndrat): Hirleda formel for relativa felet for
multiplikation f(x) = x1x

L6sning: Ab initio:

[f(R) — F(x)] = |(x1 + 0x1)(x2 + 0x2) — x1%0| S [x10x2 + x20x7].

5f(x)| -
f(x)
Sedan Vf = (x2,x1) ger (4) (den typisk mer konservativa?) felgransen
‘5f(><) < Ixox]l
f(x) x|

6X1

X1

x10x2 + X20x1 < @

X1X2 X2

= /x4 ox]).




Konditionstal och stabilitet for matematiska
problem

Kondition och konditionstal

> (Relativa) koniditionstalet &r definierad som

(|F(x +0x) — F()|/|F(x)]) _ |Relativfel utdatall

k(x) = lim max ~

810 [|6x][<8 oxI1/11=1N |Relativfel indatal||

» Tolkning: Ett problem med indata relativfel a% kan ha utdata
relativfel x - a%.

» Ett problem med litet konditionstal, t ex x € (0, 10), sigs vara
stabilt eller vdlkonditionerad.

» Och omvand, ett problem med stort konditionstal, t ex « = 108,
sdgs vara instabilt eller illakonditionerad.

» Tillimpning av approximationen |f(x + dx) — f(x)| < [|[VF(x)||]|6x]]

ger foljande estimat for x:

w(x) < UV FCIIEx(I/1F(x)1)
~ (l1ox[1/11x11)

ACI

()]

Exempel

1. Den endimensionella funktionen f(x) = cx och x # 0 ger

[£'(x)]
()]

2. Funktionen f(xi,x) = x1 — x2 och x = (1,1 + 10710) ger

— el _
— x-Sl =
|ex]

r(x) < [x]

O -l
() ~ It~ VE = iy ~ 2710

Observation: Subtraktionen x; — x, ar en instabil operation nar
X1~ Xp.

3. Funktionen f(x) = Ax var A dr en inverterbar n x n matris ger

(IATLox[I/11AxIT)
(lox/11x1)

(Vi dterkommer till matrisnorm [|A|| := sup, 4 % i kapitel 5.)

el
JAx]

< [lAllIA~Y

#(x) S = [Al




Felanalys for approximativa algoritmer

Approximativa algoritmer, framat- och bakatfel

» | tillagg till indatafel (t ex métfel, eller trunkerad representation)
finns en annan potensiell felkilla: exakta metoden /algoritmen f
maste i mdnga fall ersdttas av en approximativ algoritm f.

» Framatfelet for en trippel (f,f, x) ges utav f(x) — f(x), som
beskriver approximativa algoritmens fel i utdata.

» Antag i fortsdttningen att f &r inverterbar.

> Observera att for varje varde f(x) finns d3 ett indatavirde
£ = f71(f(x)) s3 att

F(%) = F(FH(F(x))) = F(x).
» Bakatfelet for en trippel (f, f, x) ar definierad som
% —x = f1(f(x)) = FH(F(x).

Bakatfelet X — x motsvarar det absoluta fel dx som ger
felfortplantningen f(X) — f(x) = f(x) — f(x).

Exempel 1.8

L3t f(x) = e* och

2 X3

~ X
f(X)—1+X+?+§

vara resp. exakta och approximativa algoritmen. Berakna framat- och
bakatfelet for (f,f,x) med x = 1.

L6sning:
1. Sedan .
f)=1+1+1/2+1/6)=28/3

bliver framatfelet
f(1) — f(1) =8/3 — e! = —0.051615. ..
2. For bakatfelet, observera att f~%(x) = In(x). Det ger
£ =f"H(f(1)) = In(8/3)

och
X —x=1In(8/3) —1=-0.019171...




Numerisk algoritm

Exempel, matematisk problem: Berdkna

integralen
1
/:/ g(x) dx.
0 >
Om vi inte far till att I6sa problemet exakt, kan vi I><0=0 X, Xy Xy X, Xg=T
prova att I6sa det numeriskt. Typiska steg fran
matematisk problem till numerisk algoritm: Figur: Wikimedia com.

1. Reduktion av informationsmiangd: approximera funktionen
g : [0,1] — R med styckvis-linjar funktion g sadan att g(x;) = g(x:)
for0=xg<x1<...<x,=1.

2. Férenklad (numeriskt) problem: Berdkna integralen

1
f:/ g(x) dx.
0
n—1

I= Z(E(Xi) +g(xi+1))w.
i=0

3. Numerisk algoritm

Stabilitet for numeriska algoritmer

» Kom ihag att ett problem sigs vara stabilt/vilkonditionerad om
konditionstalet ar litet

__ |[relativfel utdatal|
~ ||relativfel indatal| -

K(x)

» Med andra ord, ett problem &r stabilt om relativt sma férandringar i
indata ger relativt sma férandringar i utdata.

» Definitionen: En numerisk algoritm f ~ f sigs vara stabil vid x #0
om relativa bakatfelets storlek

ar litet.

» Med andra ord,  ir stabil om f(x) &r exakta I&sningen till nistan
ratt problem (f(%)).

» Exempel 1.8: |f~1(#(1)) — 1|/1 ~ 0.02. Algoritmen &r stabil for
x =1

Framat- och bakatanalys
» Vi anviander bakatanalys i definitionen av stabilitet bland annat for
att det i manga fall ar lattare att studera an framatanalys.

» Exempel: Betrakta problemet Ax = b, A stor men inverterbar
matris, och Iat

f(b)=A"'b, och F(b)=(A"t+c¢l)b.
» Frama3tanalys estimerar (framatstabiliteten)
I (b) — f(b)]
(LA

vilket ar svart att komma at i fall dar A ar stor och vi inte kan 16sa
problemet exakt.

> | bakatanalysen anvander vi att f~1(y) = Ay, och estimerar enkelt
(bakat) stabiliteten

IF(F(b)) — bl _ | AGA™" +el)b—b]| _ ||cAb]|
1] [b]] 1B

< [elllA]l-




Flyttalsaritmetik

Datoraritmetik — datatyper

» | programmeringssprak kan tal sparas i en del olika format
(datatyper):

> signed int32 eller 64(32 eller 64-bits heltal), dvs alla heltal i resp.
[-2731,231 — 1] och [-27%3,2%% — 1]

> single precission floating point (32-bit flyttal)
7 = 3.14159274101257

> double precission floating point (64-bit flyttal)
7 = 3.14159265358979

L

» | Matlab sparas alla tal som flyttal i datatypen double 64 per
default. Om du onskar att spara i annan datatyp maste du ange det
nar tilldelar en variabel ett varde.

>> x = pi

x = 3.14159265358979
>> y = int64 (pi)

y =3

Flyttal

» Ett flyttalssystem definieras av kvadrupeln F = (3, t, L, U).

» B €N\ {1} &r basen till systemet. 3 = 2,10 ger resp. det binira-
och titalssystemet.

> t dr antalet siffror i systemet (relaterad till antal signifikanta siffror).

> L och U &r resp. lgsta och hogsta virde p3 exponenten (se nedan).

» Varje flyttal x i F representeras pa formen
x=%(dy+ hf "+ B+ ... +d1 )

var1<dy<p-1,0<di<pf—-1férallal<i<t—1och
L<e<U.

» Med mantissaen m = dp.d; ... d:_1 kan talet ovan skrivas
x =+m- ¢
» Exempel:Flyttalssystemet (10,3, —1,1) bestar av tal pa formen

X = *dy.didr x 10°, 1< dy <9, 0<d;,drb <9, -1<e<1.

> T ex flyttalet x = —0.94 = —9.40 - 10! f3s vid
do 29,0'1 24,d2 =0oche=-1.




Binara flyttalssystemet double

» Exempel: Flyttalsstemet (IEEE-754) double beskrivs av kvadrupeln
(8 =2,t=53,L =-1022, U = 1023) och bestar av alla tal

I

XI:|:d().dl...CI52><287 var d():]. OSd,Sl, IZ].
—_——

mantissa

och —1022 < e <1023.

> T ex talet

x=275=(1+0-27142724273).21 skrivas 1.0110...0,-2".

exponent fraction
sign (11 bit) (52 bit)

|||||||||L.i||lll||||||||Ill||HII||II|||||l|||||||||ll||||l||l|

or—l=

)

63 2 0

Figur: Hur ett 64-bit flyttal sparas i ett datorregister (Wikimedia commons).

Underflow, overflow och flyttalsavrunding

» D3 vi har normaliseringen 1 < dy < 8 — 1, uppfyller systemet
F=(p,t,L,U) att
min(FNR,) =1.0...0- 8 = gL =: UFL( underflow level)

och
max(FNR,) = (B—1).(B—1)...(8-1)-8Y = pUT(1 - p7*) =: OFL,
N———
t—1

var OFL star for overflow level.

> For att konvertera/avrunda rella tal till flyttal kan vi tinka oss,
nagot forenklad, att féljande avbildning f/ : R — F benyttas:

i(x) argminyer |y —x| om x € [-OFL, OFL]
xX) =
Inf om |x| > OFL.

> Observera, i denna férenklade beskrivningen ar f/(0) = UFL # 0.

Maskinprecision och flyttalsaritmetik

» Foljande egenskap giller for alla x| < UFL, (6vning 1.5)

’ﬂ(X)X_X <0587t

» Dvs fI(x) approximerar x med t — 1 signifikanta siffror (i basen )
och talet = 0.5 - 817t kallas maskintalet.

» Alternativt skriver man
fl(x) = x(1 4+ 4), for ndgon |d] < p.

» Flyttalssystem &dr implementerad sa att flyttalsaritmetik goras i ett
utvidgat register och

i(xy) < xOy(1+3)  for nagon [6] < p,

om { = +,x,— eller /, x,y € F (och x{y # Inf).
» Kommentar: double tilldter “gradual underflow” och #/(0) = 0 (se
kap 1.8 for detaljer).




Flyttalsaddition i dator

lllustration av flyttalsaddition i systemet F = (10,4, —9,9).
Summan av x = 1.234 - 10° och y = 4.567 - 102

1. Bestam vilken av x och y som har storst exponent. Representera
bdda talen med mantissor anpassad storsta exponenten:

x=1.234-10° & y =0.04567-10°.

2. Addera talen:
x +y = 1.27967 - 10°

3. Avrunda till ndrmaste flyttal:

fl(x +y) = f1(1.27967 - 10°) = 1.280 - 10°.

Flyttalsaddition ar inte associativ

» Exempel 1.12 Lit F = (10,4, —9,9) och betrakta flyttalen
a=09.876-10% b= -9.880-10* ¢ =3.456-10%.
» A ena sidan fir man
fl(fl(a+ b) + c) = fI(—4.000 - 10* + 3.456 - 10') = —5.440 - 10°,

men & andra sidan

fl(a+ fi(b+ c)) = fl(a+ f1((—9.880 + 0.003456) - 10*))
= f1((9.876 — 9.877) - 10%)
= —1.000 - 10*.

» Konklusion: Det giller e generellt at

fi(fl(a+ b) + c) = fl(a+ fI(b+ c)).

Utskiftning

» Utskifning innebdr att noggrannhet gar forlorad nar flyttal med olika
storleksordningar adderas/subtraheras.

» Exempel fullstanding utskiftning: Addition av flyttalen
a=1.234-10" och b =1.678-10% i F = (10,4, -9,9) ger
fl(a+ b) = fI((1.234 + 0.0001678) - 10")
= fI((1.2341678) - 10")
=1.234- 107
=a.
» Partiell utskiftning: om en féljd av flyttal x, x2, ... av olik
storleksordning adderas.

» Strategi for att undvika utskiftning: Summera féljden i (till
beloppet) vaxande storleksordning.




Utskiftning i Matlab

>> eps

ans — 2.22044604925031e—16
>> 27(1-53)

ans = 2.22044604925031e—16

%Konklusion: Matlabs variabel eps=27(—52) = 2xmu

>> x=x+eps
x = 1.00000000000000 % = I+eps

>> x=1+2xeps/3
x = 1.00000000000000 % = I+ eps

>> x=14eps/3
x = 1

Kancellation

» Kancellation innebar nogrannhetsforlusten som uppstar vid
subtraktion av tvé nastan lika stora tal (efter tidigare operationer
med avrundingsfel).

» Exempel 1.15 Betrakta féljande berdkning
37654 + 25.874 — 37679 = 0.874

i flyttalssystemet F = (10,5, -9,9).
» Dvs
fl(f1(3.7654 - 10* + 2.5874 - 10) — 3.7679 - 10%)
= fI(fl((3.7654 + 0.0025874) - 10*) — 3.7679 - 10*)
= fI(fl(3.7679874 - 10*) — 3.7679 - 10*)
= fI(3.7680 - 10* — 3.7679 - 10%)
=1.0000 - 10°

Framatanalys av flyttalsalgoritm

> Exempel 1.17: Kvadrering: f(x) = x* fér x € R\ {0} approximeras
i flyttalssystem av #(x) = fI(fl(x)?). Lat oss verifiera att

Fx) = f(x)

) = O(n)

vid framatanalys:

1. Sedan fI(x) = x(1 + &) for ndgon § € [—p, p] var p dr maskintalet,
foljer det att

F(x) =x*(1+61)*(1 4 62), for ndgra 01,05 € [—p, p].

2. Det ger relativa felgransen

f(x) — f(x)
f(x)

= }(1 + 51)2(1 + 52) - 1’ = O(;L)




Bakatanalys
Repetition: den approximativa algoritmen f ~ f r stabil for x %0 om
relativa bakatfelet ar litet.

For flyttalsalgoritmer kopplar vi “litet” till flyttalssystemets maskintal
p=0.5- 317t Dys flyttalsalgoritmen ir stabil om

FA(F(x) — x| _ o).

Exempel 1.17: L5t oss verifiera att f = fI(fl(x)?) ~ x2 = f(x) &r stabil.
1. Vi har

f(x) = x*(1461)%(1 + 62), for ndgra 01,05 € [—p, ).

2. Inversen f=1(y) = \/y och V1408 =1+§/2+ O(6°) ger

FAE) = x (14 6V 8)) = x (1461 +52/2+ O +63))
3. Flyttalskvadrering ar stabil:
ffl(f(x)) —Xx

X

X(61 +52/2)

<

= o).




