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1. Vi studerar ett ekvationssystem Ax = b dar A € R™*™ &r inverterbar.

(a) Beskriva LU-faktoriseringen (med eller utan pivotering) av A, och forklara hur du
kan anvinda den till att 16sa ekvationssystemet Ax = b. (4 p)
Losning: En LU-faktorisering utan pivotering &r en faktorisering A = LU déar L &r
nedat trianguldr med ettor pa diagonalen, och U &r uppat triangulér. Vi kan anvinda
den till att 16sa ekvationssystemet Ax = b genom att 16sa de tva trianguléra systemen

Ly=Db
Ux=y
(b) Lat b = b+ db vara en approximation till b och % = x + dx 13sningen till ekvationen
A% = b. Hérled felgrinsen (3 p)
llox 1) lobll
< [lAfFjjA~
Il 470 ot I
dér ||| betecknar nagon vektornorm och tillhérande matrisnorm.

Lo6sning: Vi har att
Aéx = 6b = 6x = A"'6b = ||6x| < || A7 [|6b]

och
A

Kombineras de tva olikheterna, far vi att

H(SXH A H 71H l|ob]|
I H bl

(c) Lat A = ULV vara singulirviirdesfaktoriseringen av A. Hur kan du beriikna As
konditionstal i 2-normen, ra(A) = ||A]|, HA‘1H2 fran U, % och V7 (2 p)

Losning: [[All; = v Amax, d8r Apax ér storsta egenvirde till AT A. Kvadratrotterna
till egenvirdena till AT A &r As singulirvirder, och om singulérvirdena i ¥ &r ordnat

i minskande ordning, &r ||A||, = 1. Kan tillsvarande visa att HA‘l H2 (%, sa
g1
A)=—
ro(4) = -

2. Antag att A € R™* och B € R**™ uppfyllar att AB = Opxpm. Lat 7 = Rank(A) och
s = Rank(B).

(9 p)

(9 p)



(a) Visa att V(B) C N(A). (3 p)
Lo6sning: En godtycklig vektor y i V(B) kan skrivas y = Bx for nagon x € R™. Da

ar
Ay = ABx = Opxmx =0,
say € N(A).
(b) Ange dimensionen till rummet N(A4) NV (B)* C RF. (2 p)

(Ortogonalt komplement tas med avseende pa standardskalidrproduktet.)

Lésning: Rummet N(A) NV (B)* &r mingden av alla vektorer som #r i nollrummet
till A och star ortogonalt pa alla vektorer i V/(B). Da V(B) C N(A) har vi att N(A) =
V(B)® N(A)NV(B)* #r en direkt summa av underrum, och vi har ekvationen

dim N(A) = dim V/(B) + dim(N(A) N V(B)™)
Fran dimensionssatsen har vi att dim N(A) = k — Rank A = k — r. Vidare vet vi att
V(B) € N(A) och att dim V(B) = Rank(B) = s. Det foljer att
dim(N(A)NV(B)Y) =k —7r—s

(c) Antag att du har en rutin null som tar in en matris C' och returnerar en matris D,
vars kolonner &r en bas fér N(C'). Forklara hur du kan anvénda null till att berdkna
en bas for N(A) NV (B)*. (4 p)
Lésning: C; = null(A) ger oss en bas for N(A), och alla vektorer y € N(A) kan
skrivas som Cix for nagon x € R"". For att en vektor y € N(A) &ven ska ligga i
V(B)* = N(B"), maste den uppfylla BTy = 0, dvs.

B'Cix=0sxe N(B'C)

Sétter vi Cy = null(B'CY) far vi en bas for alla x s& att Ci1x € N(A) NV (B)*.
Antligen far vi en bas for N(A) NV (B)* fran kolonnerna i C' = C1Cs

3. Lat U C R? vara rummet uppspént av vektorerna (6 p)
1 1
vi=|—-1], vy =
0 -1
(a) Bestdm en bas for U+. (3 p)

(Ortogonalt komplement tas med avseende pa standardskaldrprodukten.)
Lésning: U~ ér lika med nollrummet till matrisen

+ 1 -1 o0
A _[1 0 —J’

vars rader dr v; och vy Vid radredusering, fir man att U+ = span{u} dir

1
u= |1
1
2
(b) Lat b = |1]|. Berdkna den vektor w € U som minimerar avstandet till b. (3 p)
1
Losning: Vi kan skriva w = Ax, dér
1 1
A=|-1 0



Vi ska minimera ||Ax — b|| — ett minsta kvadratproblem. Losningen kan till exempel
bestdmmas genom normalekvationerna

ATAx=ATb

bl

med 16sning

Da har vi

Visa att (3 p)

1
(f. ) = / 0 0+ 50)900)

ir en skaldrprodukt pa funktionsrummet C'[—1,1], (kontinuerligt deriverbara funk-
tioner)

Losning: Vi maste visa 4 egenskaper.

L (f,9) =g, 1),

ii. (af,g9) =a(f,g) och

iii. (af1 + f2,9) = (f1,9) + (f2,g) ér alla uppenbara. Det star kvar att visa att
(f,f) >0, 0ch (f, ) =0= f=0. Vi har

iv.

1
o f) = / (F(0)2dt + £(0)% > 0.
-1 ——
—

Om (f, f) sa &r bada
[ ora=o oo sor=o
-1

f_ll(f’(t))th = 0 implicerar att f’ &r konstant lika 0 pa intervallet (—1,1) det
vill séga f &r konstant pa intervallet [—1,1] f(0) = 0 ger konstanten, och vi kan
sluta att f(¢) ar konstant lika 0.

(6 p)



(b) Bestam en ortogonalbas, (med avseende pa skaldrprodukten i (a)) for P3 = rummet

av polynom av grad hogst 3.

(3 p)

Lésning: Vi utfor Gram-Schmidt pa baspolynomen {po, p1,pa, p3}, dir pp(t) = t*.

Vi far da
q0 = Po, qo(t) -1
1
-1
1
—1
_ (p1,qo0)
q1 =p1 — qo
<QO7q0>
= P1, ql(t) =t
1
—1
1
(P2, qo0) =/ 2t-0dt+0-1=0
-1
1
—1
= py— (P2, q0) . <p2,Q1>q1
(40, q0) (g1, q1)
! 8
(92, q2) = / (2t)%dt + 0 = 3
—1
1
-1
1
(p3,q1) —/ 3t2.1dt4+0-0 =2
—1
1
(p3, q1) 2/ 3t2.2tdt+0-0=0
-1
g = ps — (p3, q0) . (p3,q1) (ps,Q2>q1
{90, 90) (a1, q1) (92, 2)
2 3
:p3_§p17 (]3(t) = —t
En ortogonalbas &r given av {qo, q1, ¢2, g3}, dér
wt)=1, @)=t @)=t  qt)=t>—t

(a) Bestdm egenvirden och egenvektorer till matrisen
1 2
A =
i

N —-9=0

Losning: det A — A\I = 0 ger
det vill sdga A\ = 3, Ay = —3. For egenvektorer far vi

-2 2
(A—3I)V1:|: 4 4

(3 p)

]v1:0

(10 p)



med 16sning v = [1] .

1
4 2
(A+3I)V2 = [4 2:| vo =0
- 1
med 16sning vy = [_ 2] .
(b) Los begynnelsesvirdesproblemet (3 p)

Losning: Vi skriver y(¢) i basen {vi,va} bestaende av egenvektorer till A.
y(t) = cr(t)vi + ca(t)va
Differentialekvationen blir da

A (t)vy + y(t)ve = A(er(t)vy + ca(t)va)
= 361 (t)Vl — 302 (t)VQ

Da {vy, vy} &r en bas, maste vi ha
) =3a()  bt) = —3e)

med l6sning
c1(t) = 3¢y (0) ca(t) = e 3ey(0)

For att bestdmma konstanterna, loser vi
y(0) = c1(0)vy + c2(0)va

Hir dr y(0) = [1 —Z]T = vg, sa ¢1(0) = 0, c2(0) = 1. Losningen ar da

(c) Los dven det storda begynnelsesvéirdesproblemet (2 p)

7' (t) = Az(t)
-
2(0) = [1+¢ 2]
Dér e # 0. Vad ar lim; o0 ||2() —y(¢)|| 7

Lésning: Uppgiften 16ses pa samma sétt som i (b), men hér far vi for konstanterna
ekvationssystemet ¢;(0)vy + c2(0)vy = y(0), det vill séiga

c1(0) m + ¢2(0) [_;] =[l4+e -2

Losningen ir ¢1(0) = %, ¢2(0) = 1+ £. Vi far

2
z(t) = gestvl +(1+ %)6_3tV2

Vi ser at nér ¢t — oo, kommer y(¢) att ga mot noll, medan z(¢) divergerar i riktningen
vy ||z(t) — y(t)|| gar déarfor mot oéndlig,

lim [12(t) — y(t)]| = o

t—o00



(d)

Ar begynnelsesvirdesproblemet i (b) stabilt? Varfor / varfor inte? (2 p) Inte stabilt,
da vii (c) sag att en storning i initialvirdet gjorde att losningarna divergerade ifran
varandra. (Kan ocksa séiga ostabilt férdi att A har ett egenvirde 3 > 0.)

6. Vi anvénder centraldifferens for att approximera andraderivata av en funktion f: R — R. (8 p)

(a)

" x+h)—2f(x x—h
ay LT R =20 )+ fla =

Visa att om f &r C* och [fW(y)| < My for alla y € [z — 1,z + 1], giller foljande
felgrians for trunkeringsfelet Rp (3 p)

_ _ 2
\Ry| = f(x+h) 22(2$)+f(m h)—f”(x) S]\4142}1

for h < 1.

L&sning: Vi tillampar Taylors formel med restterm

Fla+h) = @)+ £ @b+ 5 f @R+ S f O + o fOEm)n’
fla—h) = f(2) ~ f'(@)h+ 1f”< W~ FD@IE + o fD )i

Séatter vi in i centraldifferensen, far vi

St W2 Ef@oh) iy o L pem) + £0e-nne

och dérefter

flz+h) - QJ;(Q«T) HfE=h) gy ' i ‘f<4> h)) + f@(e(—h))| h? < %Mdﬂ

Antag vi inte berdknar f exakt, men anviénder en approximation f med absolut
felgrins

1fy) = Fy)| <

for alla y € [z — 1,z + 1]. Visa foljande felgrins for det medférde felet i centraldiffe-
rensen (3 p)

for h < 1.
Lo6sning: Felet som uppstar nér vi anvander f i stéllet for f i centraldifferensen &r

fl+h) =2f(@)+f(x—h) fl@+h)=2f(x)+ fx—h)
h2 h2
fle+h) = flx+h)=2(f(z) = f(x) + fe—h) — f(x = h)
h2
Felgrinsen foljer fran | f(z4+h)—f(z+h)| < w, |f(x)—f(@)] < w, | f(z—h)—f(z—h)| <
w och trekantolikheten.

Ry =

(c¢) Berikna det A som minimerar summan av de tva felgrédnserna. (2 p)
Losning: Kan sétta derivatan lika 0 och se att optimal felgrians fas vid
m
h = #/48—
My
7. Vi betraktar en enstegsmetod for 16sning av autonoma ordinéra differentialekvationer. (7 p)

h
2% = Yk + gf(zk)

h h
Ykt1 = Yk — §f(yk) + %f(zk;)



(a) Anvénd metoden pa testproblemet

och ta fram metodens stabilitetsfunktion (tillvixtfaktor) R(hA\) (2 p)
Losning: Vi far

h
2k =Y + §>\Zk

1
2k = T anYk
-3
h 3h
Ykt1 = Yk — 5/\yk + 7)\251@
h\ 3N 1

Yk+1 = Yk — 73/1; + 7@%

(1 B 3hA 1 )y
=\l | v
2 21—

Stabilitetsfunktionen ar alltsa
hA  3h\ 1
AN =|[1—-—+ ———
= (15 )

(b) Definera en metods stabilitetsomrade ut fran stabilitetsfunktionen R(z). (1p)

Losning:
S={||R(z) <1

(c¢) Visa att metoden tillimpad pa testproblemet har lokalt trunkeringsfel pa formen (2 p)
Liy1 = cihty, + ...

L6sning:
L1 = Yr+1 — ug(tes1)

Dér ug(t) &r 16sningen av BVP
up(t) = Aug(t),
uk(te) = Yk,

BVP kan l6sas exakt, och har 16sningen

h2A2 BAN3 pANt
2 Y '+"')

up(ty + h) = ey, = (1 + hA + +

For yi4+1 har vi fran (a):

(oA kAL
Yk+1 = 5 B 1_%\ Yk
- 2 T 3 9 27 Yk

R2A2 RAA3 Rt
:<1+hA+ + +'~>%

2 6 + 18
Fran att jamfora de tva Taylorutvecklingarna ser vi att forsta term i differensen Ly

ar (& — ) h Ny,

Vi tillimpar dven metoden pa den ordinéra differentialekvationen

{y’(t) = y(t)?
y(0) =wo



(d) Visa, genom att Taylorutveckla y(to+ h), zo och y; som funktioner av h, att metoden
tillampad pa den hér ekvationen har lokalt trunkeringsfel pa formen (2 p)

L1 = Cghgyé + ...

Hint: Los inte ekvationen for zg, utan ta derivata av ekvationen

h2
Z0:y1+§zo

med avseende pa h.
Losning: Vi borjar med & ta derivata av den exakta 16sningen

(t) = y(t)?
y"(t) = 2y(t)y (t) = 2y(t)*
y () =25/ (1)) + 2y(t)y" (t) = 6y(t)*

Den exakta 16sningen har dérfor Taylorutveckling om ¢ = 0.
y(h) = yo + hyd + hys + R3yg + - -

For den numeriska 16sningen y; far vi, om vi tar derivata av y; med avseende pa h:

Y1= "% = 5% + 5 %0
1 3
y'l = —§yg + 528 + 3h2026

Y1 = 62020 + 3h((20)* + z02()
yt” = 9(26) + 92020 + 3h(3zh2f + 2075

Ser att for att berdkna y§3) i h =0, kommer vi att behdva zg, zp och z{. Vi beriiknar

1 2h 4 2h
2 =77 + 5 20%% = 7202+ 5 ((20)° + 207))
3 3 3
Satter vi inn for h = 0 far vi
20(0) = yo
1

26(0) = gyg

4
Z(/),(O) = §y8

Gar vi tillbaka till derivatan av yq, har vi,i h =0

y1(0) = yo
1 3
/ T2 e 2
¥1(0) = Y0 + 2ZO<0)
1 3
= _§y8 + §ZO<0)2 =%
Y1 (0) = 620(0)2(0)
1,

= 6yo - g@/o

¥ = 9(20)? + 9202

1,\? 4
=9 <3y3> + 990 5

= 5y



Darfor dr Taylorutvecklingen till yq
3

5h
y1=y0+hyg+h298+?y§+“'

och vi ser att trunkeringsfelet ar

1
Li=y1—y(h)= —ghgyéJr"'

8. I den hir uppgiften studerar vi ett tvadimensionellt optimeringsproblem. (5 p)

min f(x)

dér . .
£ = 573 — 1 + gy + )
(a) Berdkna V f(x). (2 p)
Losning:
1+ + %x%az + éx%x%]

(b) Gor tva iterationssteg med steepest descent med startpunkt xg = [O O] T, och exakt
16sning av linjesokningsproblemet. (3 p)

Losning: Vi far att
so = =V f(xo) = [(1)]
och det forsta linjesokningsproblemet blir
min f(xo + asp) =

s ([6]) =

1
min(—a + ~a?)
a 4

Genom att derivera ser man att 16sningen &r ag = 1 och

1
X1 = X + qgSp = [O]

For nésta steg ar
0
s1 = —Vf(x1)= {_1]
2
och linjesdkningsproblemet

min f(x; + asy) =
(0%
E -3
1 5 1 a2
in(Za? 14 - (1 - 7) =
e <8O‘ T3 )
Genom att derivera far man att uttrycket d&r minimerad for o = a1 = %, och vi far

1
X9 = X1 + 181 = [_1]

3



