Matematik Chalmers
Tentamen i TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2012-10-27; KL 14:00-18:00

Telefon: Hossein Raufi: 0703-088304.

Hjalpmedel: Endast utdelad (vénd textlappen) tabell. Kalkylator ej tillaten.

Uppgift 3 ger max 8p, resten av uppgifterna ger max 7 poéng var.

Betygsgrinser: 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40p- Losningar /Granskning: Se Hemsidan, kursdagbok.

1. Los med Laplacetransformen ekvationen

y'(t) + 2y(t) + /OT y(r)dr =sint ¢ >0, y(0) = 0.

2. Genomfoér VF och FEM proceduren och bestam det linjara ekvationssystemet A = b som
svarar mot den styckvis linjira finitelementapproximationen till randvérdesproblemet.

" +2u =6, 0<z<l, u'(0) =5, wu(l) =0,
i partitionen 75 : €9 =0, 1 = 1/3, 23 = 2/3, 3 = 1, (h = 1/3) av intervallet [0, 1].
Obs! matriselementen behdver inte berdknas men motivera avvikande element.

3. a) Bestdm Fourierserien for, den 2-periodiska, funktionen

fla) = 0 -1<z<0,
| osin(mz) 0<z <1,
b) Bestéim summan av serien Y7 | 13—

4. Lat € > 0 och betrakta konvektion-diffusion-reaktionsproblemet
—eu"(x) + (1 — 2*)u/ (z) +u(z) = f(x), 0<z<1, u(0) = u/(1) =0, e>0.
Vissa foljande stabilitetsuppskattningar:

o) lull<IIfl b Vel < —

ﬂ||f||~

5. Anviind variabelseparation och 16s féljande virmeledningsekvation

Ut = Ugy, O<z<m, t >0,

u(0,t) =0, u(m,t) =0, t >0,
| =z, 0<z<m7/2

u(x,O)—{ﬂx r/2<x<T

6. Bestdm en a priori feluppskattning for den styckvis linjara Galerkin approximationen till pro-
blemet

—u"(2) + au'(z) +u(x) = f(x), z€(0,1), u’'(0) = u(1) = 0.
i energinormen ||v||p med |[v||F = ||v|\%2(1) + ||v’||%2(1).

7. Lat f(x) vara en 2m-periodisk funktion. Visa att om

f(x): Z C«neinm7

n=—oo
sa &r
1 (" :
n = — (x)e™ """ dx.
2r J_,
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Table of Laplace Transforms and trigonomerty

f(t) F(s)
af(t) + by(t) aF(s)+bG(s)
tf(t) —F'(s)
0 (1) F ()
e f(t) F(s+a)
fE=T)0(t—T) e T5F(s)
f'(@) sF(s) — f(0)
1) s?F(s) — sf(0) — f'(0)
7 1) SF(s) = 3 sk f0 o)
k=1
) e
0 s
1
o(t) 3
tr 1
n! sntl
e—at I
s+a
coshat ﬁ
sinh at #
cos bt ﬁ
. b
sin bt m
[ s
27[) sin bt m
T . 1
@ (sm bt — bt cos bt) m
2sinasinb = = cos(a — b) — cos(a + b)
2sinacosb = = sin(a — b) + sin(a + b)
2cosacosb = = cos(a — b) + cos(a + b)




TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2012-10-27; KL 14:00-18:00. Losningar.

1. Vi har att
TCENCIFUERCEUN FCEER (ORI OE

Laplacetransformering av ekvationen ger

s24+1°

1 1
sY (s) —y(0) + 2Y (s) + ;Y(s) = ot
Med y(0) = 0 far vi,
s2+25+1 1
2T Ty =
s (s) s2+1
dvs
Y(s) = -
(s241)(s+1)%
Vi partialbraksuppdelar Y (s) och far
s 1 1 1
Y = = —|: —
(s) (s24+1)(s2+2s+1) 2Lls241 (s+1)?

Nu anviinder vi oss av f(t) =: & O Lt =: F(s), med n =1 och e ® f(t) D F(s +a) med a = 1

n!

och far att inverstransformen till Y(s) som

2. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : |[v|| + |[v'|| < oo, v(1) = 0} och
integrera over I = [0, 1],

1 1 1
/ u'v' dx — [u/ (x)v(x)]f + 2/ wodr = 6/ vdz, Vv € Hy.
0 0 0
Gemon att séitta in randdata far vi variationsformuleringen: Finn u € H} sa att
1 1 1
(VF) / u'v' dz + 2/ wvdr = 6/ vdx — 5v(0), Vv € Hj.
0 0 0

Motsvarande finitelementmetoden &r:
Finn U € V) = {w : w #r kontinuerlig styckvis linjir pa 7y, w(1) = 0} sa att

1 1 1
(FEM) /U’v'dw—l—Q/ U'vda::6/ vdz — 5v(0), Yo e V2.
0

0 0
Vi har att U(x) = &opo(z) + E1p1(x) + Eaa(x) dir
3z 0<z<1/3 0 0<z<1/3
— <zx<
<p0(x){03””+1 ?/Ei}i/i p1(x)={ 2-3z 1/3<x<2/3 ylz)={ 30—1 1/3<z<2/3
=T 0 2/3<z<1 3-3r 2/3<az<l.

dr basfunktioner pa paritionen 7p, och & = U(xg), & = U(x1) och & = U(xa).
Vi séitter in U(z) = &po(x) + E101(x) + Eap2(z) 1 FEM, och “testar” mot bas funktioner i V}0:
v=;(x),7=0,1,2. Vi far en 3 x 3 linjér ekvationssystem for &y, &, och &, pa formen A =b (
med A =S5+ 2K, dir S och K #r styvhets- resp. konvektions-matris), dvs
1,2 1 1 1 1 1
Joeo” Sy Porr Jo #0%> Jo w02t Jo w0t o woeh
A= Jywivo Jy e Jperge | T2 Jyeweo Jyeret Jy e
Jowseo fy bt Jy eh Jo w2t Jo w2t [y p2¢h



2o =0 2 =1/2  29=2/3 2 =1
& fo %o #0(0) 1/6 1
E=1 & |, och b=6 fo o1 | =51 @(0) | =6 1/3 | =5 0
& fO V2 (,02(0) 1/3 0
Vi rdknar de numeriska vérdena for styvhet-, resp. konvektionsmatris for ¢q, @1 och ¢ och far
1 1 -1 0 -1/2 1/2 0 &o —4
A= 7 -1 2 -1 | +2( -1/2 0 1/2 & | = 2 1,
0 -1 2 0 —1/2 0 & 2
vilket slutligen ger, med h = 1/3 att
3 -3 0 -1 10 &o —4
Al =b = -3 6 -3 |+ | —1 0 1 &L | = 2
0 -3 6 0 -1 0 & 2
DVS
2 -2 0 &o —4 1 -1 0 &o -2
-4 6 -2 & | = 2 eller -2 3 -1 & | = 1
0 —4 6 & 2 0 -2 3 & 1
Och lésningen &r da & = (£y,&1,6)T = (10, -8, —5)T.
3. a) Vi har att f dr periodisk med perioden 2L = 2, enl figuren nedan
sin Tx
7S
’ N
’ N
i < 4 z
-1 0 1 2
f:s Fourierserie utveckling ges av
A nwx
~ 5 ; (an cos + b,, sin T)
med Fourierkoefficienter
1 f2L 1 2L
n =7 ; f(x)cos?dm, (n=0,1,...) b":Z ; f(m)sin?dm, (n=1,2,...).
Vi har att L =1 och f(z) =sin(mz) for 0 <z <1loch f =0 for 1 <z <2, varfor ar

1 1
ay, = / sin(rx) cosnrrdr, (n=0,1,...) by, = / sin(rz)sinnrrdr, (n=1,2,...).
0 0



Vi rédknar ag separat

ap = /1 flx)dx = /1 2sin(rx) doe = _L cos(mx) dx|§ = —l[COS(ﬂ') —cos(0)] = 2
0 0 ™ ™

™

Forn > 1,

1 1
1
ap = / sin(mx) cos(nmx) de = / 3 [sin(l +n)rx 4+ sin(1 — n)wm} dz
0 0

1 1 1r(=1)H" —1 -1t -1
= 77[7 cos(1 4+ n)rx + cos(1 fn)wx] = 77{( ) (=1)
2L(1+n)m (I1=n)m 0 2L (I4+n)m (I=n)r
0 n udda
= 1 —2 —2 | _ _1 12
-3 |:(1+n)7r + (l—n)ﬂ':| = O T T=r — T=ndm nojamn
och
1
_ . . [ 1)2 n=1
by, —/0 sin(mx) sin(nrx) de == { 0 Nl

Alltsa f har Fourierserien (obs likhet p.g.a att f &r kontinuerlig pa R)

11 2 1
f(z) = - + Qsin(ﬂx) - + TLZ::I Py cos(2mnz).

b) Sitt x = 0 i Fourierserien ovan. Vi far

1 2 1
0=70)=—-—— _—
F(0) T ﬂ;4n271
Dvs

> 1 1
P it

n=1

4. a) Multiplicera ekvationen med lésningen u, och integrera éver (0,1). Partialintegration och
randdata ger att

" —su’(a:)u(x)|0+s/0 u' () da:—&—/o (1 —z°)u (z)u(x) dm—i—/o u(x) da::/o f(x)u(z) dzx
< VI el < SIAR + Gl

Vidare, med u(0) = /(1) = 0, géller det att

1 2! = ' —217’&2.13 Z‘_l —Z‘QU;QI'r:l— 1—Z‘1U2l‘ xXr = 1$U2$ X
| o=@ e = [ 0=t E @) = j0-ati@it- [ (20 gie s = [ @0

Virfor, enligt (1), och inséttning av randdata har vi att
1 1
el [/ I+ Tl < SIAP + Sl

eller

1117,

N |

1
ell/II* + S llull* <

som ger bade uppskattningarna.



5. Sétt u(z,t) = X (2)T(t) # 0. Da ger DE for u TT/ = X” = A, och vi far 2 separata ODE, en for
X och en for T
~AX =0, X(0)=X(r)=0, och T =AT.
For T far vi 16sningen
T(t) = T(0)eM.
For att bestdmma X fran egenviirdesproblemet med Dirichelet randdata har vi att A < 0. Vi
sitter A = —p? och far, m.h.a. randdata, egenparet:

2

w=n, A = —n X,(x) =sinnz, n=1,2,....

Virfor, med superposition, har vi att

= i Bpup(z,t) Z B, X,( Z B,e ™" tsinnm,
n=1

och begynnelsedatan blir

0) = Z B, sinnz.
n=1

Alltsa B, &r Fourier-sinusserie koefficienter f6r funktionen u(z, 0), i den ortogonala basen {sin na}$°
pa intervallet [0, 7]. Alltsa
2 T . 2 7T/2 . 2 T .
— u(x,0) sinnx de = — rxsinnzdr + — (m — x) sinnz dz
0 0 i

™ ™ /2
s

2/ —CoSNT x/2 ™2 _ cosnx 2 —COSNT — COS T
2(pmemr s [Tty B e [T —cosny
T n 0 n T n /2 n

2 ( 7 cos(nm/2) sinnx|,r/2 L7 cos(nm/2)  sinnz
- - )

B,

T 2 n n? 2 n n?
2sinnn/2  2sinnw/2  4sinnm/2 4] 0 n =2k
= — + — = — = — -1 k+1
™ n2 7T TL2 7T n2 ™ m, n = 2]{3 -1

Slutligen har vi att 16sningen &r

4 St n+1
— g Gn-17 5 sin(2n — 1)x.
™ n —

6. We multiply the differential equation by a test function v € H} = {v : ||v|| +|[v'|| < o0, v(0) =
0} and integrate over I. Using partial integration and the boundary conditions we get the following
variational problem: Find u € HZ(I) such that

(3) /(u’v’ + zu'v) = /fv, Yo e HY(I).
I I
A Finite Element Method with ¢G(1) reads as follows: Find U € V}? such that

(4) /(U'v’—l—xU’v—&—Uv) = /fv, Yo e V¥ c Hi(I),
I I

where
V0 = {v : v is piecewise linear and continuous in a partition of I, v(0) = v(1) = 0}.

Now let e = u — U, then (3)-(4) gives that
(5) /(e'v’ +azev+ev) =0, YveV (Galerkin Ortogonalitet).
I

We note that using e(0) = e(1) = 0, we get

(6) /:Cee— / (e 2<xe)‘°_%/162:—%/1627

4



Further, using Poincare inequality we have
lell* < fle']|*.
A priori error estimate: We use (5) and (6) to get

1 1
||€/H%2(1) + §||e||%2 = /I(e/e/ + 566) = /I(e'e' +ze'e + ee)

= u—U)+ze(u—U)+eu—U))={v=U—mui(5)}
A )

= / (e’(u —mpu) + xe' (u — mhu) + e(u — Whu))
I
< N = mpu) |1’} + lluw = maulllle’l] + [lu — mnul el
< {lCu = mpw)'[| + [l = waull el
< Collha”|| + 82" || Ylell a2
this gives that
lellmrs < 2C;{lIhu”]| + |W*w"|]}.

which is the a priori error estimate.

7. Se “Lecture TMA682 Notes”.
MA



