Matematik Chalmers
Tentamen i TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2013-01-17; KL 8:30-12:30

Telefon: Dawan Mustafa: 0703-088304.

Hjalpmedel: Endast utdelad (vénd textlappen) tabell. Kalkylator ej tillaten.

Uppgifterna 1-6 ger max 7 poéng var, uppgift 7 ger max 8p.

Betygsgrinser: 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40p- Losningar /Granskning: Se Hemsidan, kursdagbok.

1. Los med Laplacetransformen ekvationen
y'(t) =2y (t) +y(t) =sint, t>0;  y(0)=1y'(0)=0.

2. Bestdm interpolationsfelet

1
¢= / (maf () — 1)) d,

da f(r) = 22,0 < 2 < 1 och 7 f(x) dr den styckvis linjdra interpolanten av f(z) i partitionen
290 =0, 21 =1/2, och 25 = 1.
3. a) Bestédm Fourierserien for, den m-periodiska, funktionen

f(z) = |sinzl, 0<z<m

1

b) Bestdm summan av serien " | 7—5—.

4. Genomfoér VF och FEM proceduren och bestdm styvhet-, konvektion- och mass-matris, samt
lastvektorn for den styckvis linjéra finitelementapproximationen till randvérdesproblemet.

—u" +2u+u=4, 0<z<l, uw(0) =0, u'(1)=3,
i partitionen 75, : ¢9 =0, 1 = 1/2, 23 = 1, (h = 1/2) av intervallet [0, 1].
Obs! Alla matriselementen skall beriknas.
5. Visa en a priori feluppskattning for den styckvis linjara Galerkin approximationen till problemet
—u"(z) +u(z) = f(x), z€(0,1), u(0) = u(1) = 0.
i energinormen ||v||g med ||v||%, = ||v|\%2(1) + ||v'||%2(1).
6. Anvind variabelseparation och 16s foljande virmeledningsekvation

U = Klgy, 0<zx <1, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0,
u(z,0)=z(l—2z), O0<z<l

7. Betrakta randvirdesproblemet
/

(BVP) { ~(a@u' @) =1, 0<z<l, (PDE)
u(0) = u(l) =0, (RV).

Ange en variationsformulering (VF) och en minimeringsproblem (MP) for (BVP) och visa att
(VF) < (MP).

LYCKA TILL!
MA
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Table of Laplace Transforms and trigonomerty

f(t) F(s)
af(t) + by(t) aF(s)+bG(s)
tf(t) —F'(s)
0 (1) F ()
e f(t) F(s+a)
fE=T)0(t—T) e T5F(s)
f'(@) sF(s) — f(0)
1) s?F(s) — sf(0) — f'(0)
7 1) SF(s) = 3 sk f0 o)
k=1
) e
0 s
1
o(t) 3
tr 1
n! sntl
e—at I
s+a
coshat ﬁ
sinh at #
cos bt ﬁ
. b
sin bt m
[ s
27[) sin bt m
T . 1
@ (sm bt — bt cos bt) m
2sinasinb = = cos(a — b) — cos(a + b)
2sinacosb = = sin(a — b) + sin(a + b)
2cosacosb = = cos(a — b) + cos(a + b)




TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2013-01-17; KL 8:30-12:30. Losningar.

1. Vi har att

y(t) DY (s), ¥ () DsY(s) = y(0),  y'(t) DY (s) — sy(0) —y/'(0), sin(t) > :

s24+1°

Laplacetransformering av ekvationen ger

Y () = 5y(0) = y/(0) — 2(sY () = y(0)) + Y (5) = -

Med y(0) = 4/ (0) = 0 far vi,

dvs
1

YO = e o

Vi partialbraksuppdelar Y'(s) och far

¥(s) = 1 _A5+B+ C . D
8_(32+1)(52—2s+1)_32+1 s—1 (s—1)

(A4+C)s*+ (—2A+B-C+D)s*+ (A—-2B+C)s+ (B-C+ D)

(s24+1)(s2—2s+1)

Identifiering av koefficienter i téljaren for s, s2, s, respktive s = 1, ger linjira ekvationssystemtet

A +C =0
—-2A +B —-C +D =0
A —-2B +C =0

B -C +D =1

Losningrn av ekvationssytemet #r (kontrollera dettal) A =1/2, B=0,C = —1/2 och D = 1/2.
Alltsa vi har att

Y(S):%[SQil_sil—’—(s—ll)Q]'

Nu anvénder vi oss av f(t) =: % D &t = F(s), med n = 0,1 och e f(t) D F(s—a) med a = 1
och far att inverstransformen till Y'(s) som

y(t) = %(cos(t) + (t— 1)et).

2. Vi har m f(0) = f(0) =0, m f(1/2) = f(1/2) = (1/2)* = 1/4 och m f(1) = f(1) = (1)* = 1.
Vi har ochsa att my f &r linjir pa bada intervallen (0,1/2) och (1/2,1). Vérfor har vi att

_ T, 0§$§1/27
Wlf(x)_{ 3x—1), 1/2<z<1.

D=0 =

Vi rdaknar fram felet

e/1 (mf(x)—f(m)> dz/l/z ;Ider/; ;(ih:l)dx/lx?dx
0 0 1/2 0

1 5172 1 o1 1, 5 1 ) 1 1
S — (B =1y [P = — b 2= —

1



sin x

3. a) Vi har att f &r periodisk med perioden 2L = 7 dvs L = 7/2, enl figuren nedan

f:s Fourierserie utveckling ges av

N——&—Z(ancos——i—b sm?)7
n=1

med Fourierkoefficienter

ap, = — f(x)cosmdx, (n=0,1,...) b, = — f(a:)sinwda:, (n=1,2,...).
L J L L

Vi har att f(x) = |sinz| &r jimn dérfér b, = 0 for alla n. Med L = /2 och f(z) = sin(x) for

0<ax<m, é&r

2 T
ap, = f/ sin(x) cos 2nz dx, (n=0,1,...)
T Jo

Vi raknar ag separat

aozz/ f(a:)d:czg/ sin(x)da:zg[—cosx}g:é.
0 0 o ™

7r 7r
Forn > 1,
2 2 [Ty, .
ap = — sin(z) cos(2nzx) de = — = [sm(l + 2n)x + sin(1 — Qn)m} dx

T Jo T Jo 2

—1[ cos(1 + 2n)z — — - cos(1 g)r

- 1+2 ST T T o) NN T

1 1 2 2 4

_1 (1) + ————(1— (-1 }:—- = .

w{1+2n O+ Gyt D) = L Tema =2 ~ s

Alltsa f(z) = | sinz| har Fourierserien (obs likhet p.g.a att f &r kontinuerlig pa R)

|sinz| = 7—724 3 08 (2nx).

b) Sitt x = 0 i Fourierserien ovan. Vi far

2 4 1
0=f0)==-=2y ——
0 T ﬂ;4n2—1

Dvs



4. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : |Jv|| + ||v'|| < oo, v(0) = 0} och
integrera over I = [0, 1],

1 1 1 1
/ u'v' do — [u/ (x)v(x)] + 2/ w'vdr + / uv dx = 4/ vdz, Vv € Hp.
0 0 0 0

Gemon att siitta in randdata far vi variationsformuleringen: Finn u € H} sa att

1 1 1 1 1
(VF) / u'v' da:+2/ u'v dx—l—/ wvdr = / vdz+u'(1)v(1) = 4/ vda+3v(1), Vv € Hy.
0 0 0 0 0

Motsvarande finitelementmetoden &r:

Finn U € V) = {w : w &r kontinuerlig styckvis linjir pa 75, w(0) = 0} sd att
1 1 1
(FEM) / U'v' dw + 2/ Uvdr = 4/ vdr +3v(1), Yo € V.
0 0 0

Vi har att U(x) = &1¢1(z) + Eap2(x) dér

{2 0<2<1/2 w10 0<x<1/2
P =Y 1-22 1/2<2<1 PP T 22-1 1/2<2<1

dr basfunktioner pa paritionen 73, och & = U(x1) och {3 = U(x2). Vi sétter in U(x) = &¢1(z) +

1’0:0 $1:1/2 1’2:1

&apa(x) i FEM, och “testar” mot bas funktioner i V,2: v = ¢;(z), i = 1,2. Vi far en 2 x 2 linjér
ekvationssystem for £; och & pa formen A& = b, med A =S+ 2K + M, didr S, K och M ér
styvhets- konvektions- och mass-matrier och b ar lastvektor, dvs

< [CA e >+2< yerer Jy 1 >+ ( Joerer 10 )]

IR A A Jyesor  Jy povn

(&) m ema(Bn ) (26) (1) (5)

Vi raknar fram numeriska formen av den slutgiltiga linjara ekvationssystemet for ¢1 och s och

far
=i )= ) (I -(2)

vilket slutligen ger, med h = 1/2 att i ekvationen A = b, dvs (S + 2K + M )& = b vi har att

s=(42) me(21) k(1) v (3)

3

A:




5. Varitionsformuleringen blir (efter partiell integration)

1 1 1
(VF) / u’v'dx—F/ uvdx:/ fvdz, Vv € Hj.
0 0 0
Lat nu
V) =: {v: v linjir, styckvis kontinuerlig och v(0) = v(1) = 0} C H;.
Finit element formulering: Finn U € V0 s att

1 1 1
(FEM) / U’v’dx—i—/ Uvdx:/ fvdr,  Yve VY.
0 0 0

Nu (VF)-(FEM) ger Galerkin ortogonalitet:

1 1
(G 1) /(U—U)'v’der/ (u—Uwdr=0, YveV
0 0

Relevant norm for uppskattning av felet e = u — U, blir da energinormen:
1 1 1/2
lellz == (/ (e/)Qdac+/ eQdac) .
0 0
D4 har vi med v € V! att

lellE =Il(w—U)[I* + [lu - U|>

:/1(u—U)'(u—v—|—v—U)'dx—|—/1(u—U)(u—v—i—v—U)dx
0 0
:/0 (u—U)(u—w) dx—i—/o (u—U)(u—v)dz
1 1
+/ (u—U)’(v—U)’daH—/ (u—U)(v —U)dr{denna rad =0 pga G 1}
0 0

1 1
:/ (u—U)’(u—U)’dx—i—/ (u—U)(u—v)dz

0 0
<{Cauchy-Schwartz} < ||(u— U)'[[[[(w = v)'[| + lu = Ullu = v|
1 1 1 1
< = UV + Siew — oY1 + Sl — U2 + 21— lI2.
<= VI + B = o) + 2lu— U + S =]

Alltsa
lellE = lI(w = UY'I* + llu = Ul < [I(u =) I* + llu = vl*, YveVy.

Vilj nu v = mpu. mpu dr den linjéra interpolanten av u. Genom att anvédnda feluppskattningar for
interpolanten far vi

lellE < ll(w — maw)'|I* + llu — mhul|?

2

< G212 + Cllhad |2 < (Cillhd” || + Cill )
Alltsa vi har foljande a priori feluppskattning:

lele < G Inu”| + 1)) = O(h),

6. Insittning av variabelseparationen u(x,t) = X (x)T'(t) # 0 i differentialekvationen ger att (se
Lecture Notes in Fourier analys: Variabelseparation; Exempel 1 med L =1 och f(z) = z(1 — x))

X// T/
7 = ]{;7T =A<0.
med randdata far vi A = —(nm)?2 <0, n=1,2,... och
X(z) = X, (z) = By sin(nrz), T(t)=1T, = T(O)efkn27r2t'
4



Superposition ger

u(x,t) = Z Cpn X ()T, (t) = Z Cre ¥ ™t sin nrra,
n=1 n=1

med
1
C, = 2/ z(1 — z) sin(nmzx) de = [PI]
0
_ 1 1
_ 2[$(1 ) cos(nms)} N 2/ (1— 22) cos(nmx) i
nm 0 0 nw
sin(nma)qt /1 sin(nmx)
=2|(1-2z2)—/————=| —2 —2)———
[( 2 (nm)? }0 0 (=2) (nm)?
B [—cos(mmc)}1 _ 4[1 —(=1)"
B (nm)3  Jo (nm)3
Alltsa endast udda n ger koefficienter som &r skilda fran noll, och vi far 16sningen:

8 1 B(2nt1)2a2t
=5 e @
n=0

7. Se “Lecture TMA682 Notes”.
MA



