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STUDIO 1

1. FEM FOR KONVEKTION—DIFFUSIONSPROBLEM.

Vi skall hdrleda den kontinuerliga, linjira finita elementmetoden, ¢G(1), for rand-
viardesproblem i en dimension. Proceduren leder till ett linjart ekvationssystem av
typen A = b. Héar dr A en koefficientmatris, £ en vektor med véirden pa den
approximativa I6sningen i vissa noder, och b kallas for lastvektor och innehéller
bidragen fran eventuell killa och randtermer i differentialekvationen. Mer specifikt
ska vi har utvidga beskrivningen av metoden for den stationédra virmeledningsek-
vationen i Kapitel 4.3, till fallet som ocksa innehéller en konvektionsterm. Till att
boérja med betraktar vi randvardesproblem med homogena Dirichletrandvillkor. Vi

illustrerar proceduren for en konkret problem nedan.
Problem: Betrakta det stationdra konvektion-diffusionsproblemet

1
—Du'(z)+ zu/(z) =1, 0<z<m,
(1) 2
u(0) = u(m) =0,
diar D ar en positiv konstant (diffusionskonstant). Anvénd en likformig partition
Ty, av intervallet [0, 7] till n delintervall (med ldngd h = 7/n) och bestdm koeffi-
cientmatrisen A och lastvektorn b f6r ¢G(1)-approximationen av problemet (1).
(Se ocksé Welty et al, Fundamentals of Momentum, Heat and Mass transfer (6th

ed.), ekvation (23-21) i en rumsdimension, med v = 1/2 och R4 = 1).

Lo6sning: Vi vill konstruera en approximativ 16sning uy i ett dndligdimensionellt
rum av kontinuerliga, styckvis linjara funktioner pa partitionen 7.

Malet ar att hirleda ett linjart ekvationssystem A€ = b, for de obekanta nod-
virdena & = up(x;), j =1,...,n—1, dir {; = jh} &r noderna i partitionen 7.
(Notera att £ = &, = 0 ar givna randdata.)

Bade den kontinuerliga 16sningen och testfunktioner &r i Hilbertrummet

Vo= gl = {w : /Oﬂ (w(:z:)2 + w’(z)2) dz < 00, w(0) = w(r) = 0} .

For att ta fram en wvariationsformulering multiplicerar vi ekvationen med en test-
funktion v € VO och integrerar 6ver (0, 7). Efter partiell integration i forsta inte-

gralen far vi

™ 1 ™ ™
—Du (m)v(m) + Du'(0)v(0) + D/ u'v' dz + 5/ wvdr = / vdz.
0 0 0
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Da v(0) = v(mw) = 0 ger detta foljande variationsformulering:
s 1 us s

(VF)  Finn u € V° sa att D/ u'v'dx + 5/ wvdr = / vdr, YveVP.
0 0 0

For att kunna 16sa problemet med hjélp av datorn soker vi approximativa 16s-
ningar i ett dndligdimensionellt funktionsrum. I ¢G(1)-metoden soker vi styckvis

linjéra l16sningar U i rummet
VY :={p € V" : o dr kontinuerlig, styckvis linjir pa partitionen 77}.

Rummet V}? kan beskrivas med hjilp av basfunktioner ¢;, for j =1,...,n —1, det
vill séga alla fullstdndiga hattfunktioner p; som &r skilda fran noll pa [z,;—1,2,+1],
for j =1,...,n—1, se Figur 1. (Observera att eftersom V;0 C V° giller att U(0) =

U(n) = 0, darfor behovs inga basfunktioner i noderna xg = 0, respektive x,, = ).
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FIGUR 1. Basfunktioner (hattfunktioner) ¢; i partitionen 7.

Hattfunktionerna kan skrivas

wle—wjo1), @€ zjo1,2))
@j(aj): %(xj_pl—x), HASS [xj,xj_,_l) s j=1...,n—1
0, annars

Finita elementformuleringen (den diskreta variationsformuleringen) &r:
(FEM)
™ 1 T s
Finn U € VY sa att D/ U’<p’dm+§/ Udez:/ odr, YoV
0 0 0

Eftersom {(;}7=} dr en bas for V,) kan vi skriva U(z) = Z;:ll &;p;(z), med nagra
koefficienter (koordinater) &;.
Genom att sitta in U in i (FEM), och vilja ¢ = ¢;(z), i =1,...,n— 1 far vi

:é (D /0" @i ()¢ () dac—l-% /07T @ (x)pi(x) dx)fj = /07T oi(r)de, i=1,...,n—1,

dvs n — 1 ekvationer (for ¢ = 1,...,n — 1) och n — 1 obekanta {¢; ;:11
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P4 matrisform svarar detta mot A{ = b med A= DS + %C’, dar S (= Aunir) r

styvhetsmatrisen som redan har beridknats, se Kapitel 4 i kursboken,

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
1] 0o -1 2 -1 0
S== :
h
0 -1 2 -1
0 oo oo .o =12

For att berdkna elementen i konvektionsmatrisen C' inser vi, som tidigare, att endast
¢;; med |i — j| < 1 kommer att ge bidrag (vilket resulterar i en tridiagonal matris),

se Figur 2.

FIGUR 2. ¢; 6verlappar bara med sig sjilv, ¢;_1 och ¢;41.

Elementen i den anti-symmetriska konvektionsmatrisen C,
s
o= [ el ds,
0
kan 1dtt berdiknas genom att berdkna integralerna
Cij:()y for ‘Z*j|>1
4 / .. .
ci = [, pi(x)ei(x)dr =0, for i=1,...,n—1

Cii+1 = foﬂ Wl(x)@g—kl(x) dx = 1/2’ for i = 17 sy 1

Cit1, = foﬂ vit1(@)gi(x)de =-1/2, for i=1,...,n—1.

Se #ven kapitel 7.4 i kursboken.



Slutligen beriiknas lastvektorn b:s element b; som

2h-1

b; = / ¢i(z) de = {arean under basfunktionen ¢;} = =
0

Alltsa har vi

| 0 1 0 0 0_
-1 0 1 0 0
1l o =1 0 1 0
¢=3
0 -1 0 1
I 0 -1 0_

2

h,




2. UPPGIFTER

(a) Implementera finita elementmetoden fo6r problem (1), som beskrivs ovan, i
Matlab. Det vill séga, skriv en funktionsfil (eller skriptfil) som, givet en diffusivitet
D och en steglingd h (eller antal delintervall n), beriknar 16sningsvektorn € genom
att 16sa A€ = b.

Tips: Pa kursidan i PingPong finns en mall {f6r Matlab-filen som ni kan anvénda
som utgangspunkt.

(b) Péclettalet Pe (som studeras i kursen i transportprocesser) definieras som
kvoten mellan konvektiv och diffusiv transport, det vill siga hér (med konvektion-

shastigheten v = 1/2 och intervall-lingden )

P konvektion %W 1
e = - " 2 5 .
diffusion D x D

Studera, genom att jamfora finita elementapproximationen med den exakta 16snin-
gen till (1) (den senare kan berdknas for hand), vilken steglingd h som krévs for
att fa en bra noggrannhet i finita element approximationen i tva fall:
Fall 1: Pe~ 1, alltsa D ~ 1.
Fall 2: Pe > 1, alltsd4 D < 1 (konvektionsdominerat).
Redovisa resultaten grafiskt!

Tips: Att plotta styckvis linjéra finita elementapproximationer i Matlab dr my-
cket enkelt, eftersom U(x;) = ¢; och Matlab ritar réta linjer mellan nodvérden

automatiskt, men glom inte randdata U(0) = U(xr) = 0!



