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1. PROBLEMBESKRIVNING

Denna uppgift gar ut pa att studera finita elementlosningar for varmeledningsprob-

lemet

w(x,t) — au’ (x,t) = f(x,t), O<zx<l, 0<t<T,
(1) u'(0,t) = u(l,t) =0, 0<t<T,

u(z,0) = uo(z), O<z<l,

Har ar u(z, t) en okdnd temperaturfordelning och f(x,t) och ug(z) ar given killterm,
respektive given begynnelsetemperaturférdelning. « &r virmeledningskoefficienten,
som vi i det foljande sétter till 1. (JAmfor ekvationen med ekvation (15-17) 1 Welty
et al, Fundamentals of Momentum, Heat and Mass transfer (6th ed.))

Notera Neumann-randvillkoret for = 0 och det homogena Dirichlet-randvillkoret

for x = 1.

2. VARIATIONSFORMULERING

For att fa en numerisk metod for att berdkna en approximativ 16sning borjar
vi med att ta fram en variationsformulering. Vi véljer ett testfunktions-rum V =
{w:[0,1] = R : [Jw|? + [[w']|* < oo och w(1l) = 0}, déir randvillkoren svarar
mot ekvationens randvillkor, dvs inget villkor pa testfunktionerna i x = 0 dér vi
har ett Neumann-randvillkor. Vi multiplicerar (1) med en testfunktion v € V' och

integrerar over x € (0,1),

@) /0 i ole) de — /0 o) di = /0 o) d

Vi partialintegrerar i forsta integralen i (2) och far

1

1 1
(3) /0 a(z, t)v(x) de — [u (z, )o(x)) 220+ [ o' (z, )/ (z) de = /0 flz, t)v(x) dx.

Eftersom v(1) = 0 och u/(0,t) = 0, far vi

0

(4) /01 w(z, t)v(z) dz + /01 o (z, ) (z) do = /01 [z, t)v(z) dz.

Déarfor har vi foljande variationsformulering for (1): For varje fixt ¢ € (0,7, finn
u(+,t) € V sa att (4) uppfylls for varje v € V.
Notera att vi har gjort en variationsformulering enbart i rumsvariabeln x. Tiden

t betraktas hér som en fix parameter.



3. RUMSDISKRETISERING

Som i Studio I anvénder vi variationsformuleringen for att géra en rumsdiskretis-
ering. Vi betraktar en partition 73, : jh,j7 =0,1,...,n — 1 av intervallet 0 < x < 1
in i n delintervall av samma langd h = 1/n och véljer V}, som det underrum till V/
som bestar av kontinuerliga funktioner som &r styckvis linjdra pa partitionen 7p,.

Vi far finita elementformuleringen: For varje fixt ¢ € (0,7, finn U(-,t) € V}, s att

(5) /OU(x,t)cp(o:)dx—i-/O U(x,t)gp’(a:)dz:/o f(z,t)p(z) dx

for alla ¢ € Vh
Lat {¢;}7. ! vara standardbasen for V;, (det vill siiga de vanliga hattfunktioner-

na; @, mkluderas €j hér eftersom U(1,¢) = 0). Vi kan da skriva U som

(6)  Ulx,t) = &o(t)po(x) + &2(t)p2(x) + ... + &n1(t)n—1( ny (@

Observera att koefficienterna ;(t) &r tidsberoende funktioner, men inte rums-
beroende.

Inséttning av (6) i (5) och med testfunktioner ¢ = ¢;, i =0,1,...,n — 1 ger

/:(:Z:fj(f)%(x) d:c—i—/ (Zgj ) (x % dx_/ ) on(

for i =0,1,...,n— 1.

En omskrivning ger

:i_::&(ﬂ(/()l% ) Zé} (/0 o ()i (x) da: /fxtgpl()d

vilket ar ett system av n st ordinéra differentialekvationer (for ¢ =0,...,n — 1) for

n st obekanta funktioner {Ej(t)}?:_ol. P& matrisform kan detta skrivas

(7) ME(t) + SE(t) = ().

Hir ar £(t) en vektor som innehaller nodvérdena §;(t) for U(x,t).

Matriselementen fér massmatrisen M och styvhetsmatrisen S ar givna enligt

1 1
(8) myj :/0 pi(z)pj(z)de, s :/0 oi(x)@)(x)dz,  i,7=0,1,...,n—1,

som vi redan berdknat (se kursboken, kapitel 7.4) och element f6r lastvektorn F(t)

ar

1
(9) Fi(t):/o flz, t)pi(x) dz, i=0,1,...,n—1.



4. TIDSDISKRETISERING

For att tillampa finita elementmetoden ovan, aterstar det att 16sa det semidiskre-
ta (diskretiserat i ) problemet M€ (t) + S&(t) = F(t). Vi introducerar en partition
0=ty <ty <ty <...<tym=Tav][0,T] till m delintervall av samma ldngd
k=T/m (sa att tp = ¢k, £ =0,...,m) och approximerar tidsderivatan 5(15) med

en differenskvot enligt

() _ g(t=1)
(10) Mim*g“) =F(t), (=1,....m
dar 5(2) ~ &(ty) for £ = 0,...,m. Omarrangering av termer ger foljande iterativa
schema
(11) (M +kS)e™ = Mg~V + kF(t,),

som ar ocksa kiind som Eulers bakatmetod". Det finns olika val for data & (O), men det
enklaste valet dr den linjara interpolanten av ug(x), det vill sdga 5](0) =wo(z;), j =
0,...,n — 1. Man kan anvinda olika kvadraturregler for att berdkna elementen
F;(t;). Med andra ord startar man med initial data och en kvadratur for F;(t,), si
beriknar man successivt approximationer €1, ¢ .. €™ genom att anvinda
schemat (11).

5. UPPGIFTER

a) Implementera schemat (11) for 16sning av virmeledningsekvationen. For att
validera koden, dvs kontrollera att ni gjort rétt, kan ni jamféra med 16sningarna
som plottats i figur F.1 och F.7 i appendix F i Welty et al, Fundamentals of
Momentum, Heat and Mass transfer (6th ed.). Se dven ekvation (17-7) pa sid
259 och avsnitt 17.2 1 Welty et al.

Notera att Neumann-villkoret i (1) motsvarar att vi 1oser problemet i en halv
platta och speglar 16sningen till den andra halvan. Dirichlet-villkoret motsvarar
att h — oo med Weltys beteckningar. Om vi sétter ug(x) = 1 och f(z,t) =0
l6ser vi alltsd precis problemet pa sid 259 i Welty dd o =1, 1 = 1, T, = 0,
To = 1 och h — oo. For att jamfora med figurerna géller alltsa att m = 0,
Y=U,X=tochn=u=x.

Anvind er kod for att reproducera figurerna F.1 (langa tider) och F.7 (korta
tider) for m = 0. Notera den logaritmiska skalan pa y-axeln (anvind Matlab-
kommandot semilogy for att plotta). Prova med nagra olika rums- och tidssteg
och se om det har effekt pa l6sningen.

Tips 1: Tank igenom vad som behover goras innan ni borjar koda!

Tips 2: Pa kursens sida i PingPong finns en mall fér koden som ni kan utga
fran.

IMan kan ocksd anvinda andra Finita differensmetoder for tidsdiskretiseringen, se kapitel 8.2 i
kursboken.

3



b) Valj nu kéllterm och begynnelsedata enligt foljande

Flat) = (172 exp <—t _ W) ,

g
T

ug(x) = cos -
Valj olika T € (0,1), till exempel T = 1/4,1/2 och T = 3/4, och ta ¢ = 0.02,
T = 2 och lampligt val av tidssteg. Visualisera resultatet (till exempel en plot
for varje tidssteg, eller med hjilp av surf) och bedém hur rimligt det verkar, i
termer av viarmeledning, i férhallande till begynnelsedata, kéllterm och randvill-
kor.
Tips: Man kan anvinda inbyggd kvadraturregel i Matlab (quad eller trapz)

for berékning av lastvektorn, eller skapa egen med de metoder vi lart oss i kursen.



