TMA683 TILLAMPAD MATEMATIK )
UPPGIFTER OM FINITA DIFFERENS-METODER FOR
BEGYNNELSEVARDESPROBLEM

1. Hérled en finita differens-metod (dvs hérled uttrycket for approximationen @(t + At)

som funktion av (t)) for differentialekvationen

du 1
—(t)=——, O0<t<T
aW =gy 0t

u(0) = ug

med

a) Explicit Euler-metoden
b) Implicit Euler-metoden
c¢) Crank Nicolson-metoden

Implementera garna metoderna i Matlab och jamfér med den exakta 16sningen

u(t) = \Juj + 2t.

2. Visa genom att Taylor-utveckla propagatorn for ODE:mn a(t) = Au(t), u(0) = ug for
respektive metod att
a) Implicit Euler-metoden har trunkeringsfel av ordning (At)?2.

b) Crank Nicolson-metoden har trunkeringsfel av ordning (At)3.

3. Visa att bade implicit Euler-metoden och Crank-Nicolson-metoden ar stabila for alla
At > 0 for ODE:n a(t) = Au(t) med A < 0 och u(0) = wuo.



SVAR

1. a) @t + Al) = @(t) + At/a(t)
b) a(t + At) = 20 1\ /(2)* + At

2
o) e+ a0 = 3 (a0) + 58) + /3 (50) + 8) + &

2. b) Lésning: Den exakta losningen pa intervallet [0, At] dr u(t) = ug exp (AAL), sd prop-
agatorn for den exakta 16sningen ar Py(At) = exp (AA€).

Propagatorn fér Crank-Nicolson-metoden fér den givna differentialekvationen &r

1+ AAt

Fox(At) = Hx

att + och — skall byta plats déar).

Taylor-utveckling av Py (med variabeln AAt) ger

(se ekvation (8.2.4) i boken, men notera att det ar tryckfel sa

1 1
exp (ANAL) = 1+ \At + §(>\At)2 + E(AAt)?’ + ... (1)

medan Taylor utveckling av ndmnaren i Pon ger

1+ 1AAt 1 1 1 1
— 27— (14 XA [ 14 XA+ (SAAD? + (SNAL) + ...
VY (+2 )(+2 +(GAA)” + (GAAL)” + ) o)

1 1
=14+ At + §(>\At)2 - Z(AAt)?’ +...

Om vi jamfor (2) med (1) ser vi att utvecklingarna &r lika till och med ordning

(At)?, vilket innebér att skillnaden, dvs trunkeringsfelet, &r av ordning (At)3.

3. Ledning: Visa att |P(At)| < 1 for alla At > 0, ddr P(At) dr propagatorn for respektive
metod. Kom ihag att A < 0.



