TMA683 TILLAMPAD MATEMATIK
UPPGIFTER OM LINJARA RUM, SKALARPRODUKT OCH
L,-NORMER
. Betrakta de delmingder av P@(0,1) som bestar av alla polynom p(t) av grad
< ¢ sadana att
a) 2p(0) = p(1)
b) p(t) =0
c) p(t) = p(1 —t) for alla ¢.

Vilka av dessa delméingder #r underrum i P (0, 1)?

. Visa att {p1(t), p2(t), ps3(t)} &r en bas for P3(R) da

a) pi(t) = (t+1)% pa(t) = ( +2)°, ps(t) = (£ +3)?

b) pa(t) = 3t = 2)(t = 8), palt) = —(t = D)t~ 3), pa(t) = 3t — 1)(t —2)
Ange ocksé koordinaterna for polynomet 2 i basen {p1, p2, p3}-

. Visa att foljande funktioner &r linjért beroende (for ¢t € R):
a) sin2t, cos?2t, sin®t, cos®t
b) In(t5 + 1), In(t* — 2+ 1), In(¢? +1)

. Visa att foljande funktioner &r linjart oberoende (for ¢t € R):
a) sint, cost, sin2t, cos2t
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b) e, e, e

. Undersok om méngden {1 + ¢3,3 + ¢ — 2t%, —t + 3t> — t3} &r linjért beroende i
PG)(R). Kan elementen utgdra en bas for P (R)?

. De fyra forsta s.k. Hermite-polynomen dr {1,2t, —2 + 4t2, —12t + 8t3}. Visa att
de r linjért oberoende i P®(R) och bestim koordinaterna for p(t) = 7 — 12t —
8t? 4 12t3 i denna bas.

. Vi definierar skalarprodukt och Lo-norm for tva funktioner f och g pa ett intervall

(a,b) enligt (f,g) = ff f(z)g(x)dx resp. || f|| = +/(f, f)- I analogi med vektorer i

R™ definierar vi “vinkeln” 6 mellan f och g genom

{(f:9) = IIfIllgl cos 6.

Vad ér cosinus for “vinkeln” mellan funktionerna f(x) = 3z+1 och g(z) = 52*+3

pé intervallet (—1,1)7



8. Visa att fOW/Q Vsin x cos zdx < 1.

9. Visa att i C[—m, 7], med skaldrprodukten
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ar funktionerna {1, sinx, cosz, sin2z, cos2z,..., sinnx, cosnz} sinsemellan
ortogonala.

(Detta ar fundamentalt i teorin for Fourierserier.)

10. For vilka viirden pa a #r funktionerna 1 + at? och 4t — a ortogonala i P (0,1)?

11.

12.

Kan nigon av foljande tva kandidater vara en skalirprodukt pa C![a, b]?
a) (f,9) = J, f'(x)g'(x)dx
b) (f,9) = [, f'(x)g(x)dz + f(a)g(a),

Lat V = C[0,1], dvs det linjara rummet som bestar av reellvirda kontinuerliga
funktioner pa intervallet [0,1]. For f och g i V definierar vi skaldrprodukten av

f och g som X
%mzlf@M@m

och L,-normen for p = 1,2, oo som

1 1/p
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och
£ llcton) = mas fu(a).

Bestam (f, g), || fllz,0,1) och ||g]|L,(0,1) for p=1,2,00 i féljande fall:

a) flx)=1+4uz, glr)=2—=x
b) f(z) =1, g(x) =3

0 f(e) =1, glx) =3+ 2

d) f(x) =3z, g(z) = —4a?

&) f(x) =, glx) = ¢

f) f(z) =1, g(x) =cosz +sinx



. a) och c)

SVAR

a) Koordinater for ¢* &r (3, —3,1).
b) Koordinater for ¢? ér (1,4,9).

3. Ledning: a) Anvind trigonometriska formler; b) faktorisera t® + 1

4. Ledning: Satt linjarkombinationen = 0 (for alla t). Gor intelligenta val av ¢ som
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10.
11.
12.

ger ett ekvationssystem for koefficienterna med endast noll-16sning.

De ér linjart oberoende men kan ej utgora en bas, ty dimensionen av Ps ér 4 (och

det ricker alltsa inte med 3 basvektorer for att spdnna rummet).

Koordinaterna &r (3,3, —2,3/2).

_ 7
COSQ__G\/E

Ledning: Anvind Cauchy-Schwarz olikhet.

Ledning: Anvand trigonometriska formler, alt. partialintegrera tva ganger.
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