FEM

Implementation

Fredrik Lindgren 2

?Denna presentation har arvts inom Matematiska Vetenskaper och har utveck-
lats bland andra av Christoffer Cromvik och Fredrik Lindgren.
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FEM i en dimension

-

Exempel: Finn u(z) sa att
—u'+u=2z, O0<z<l1l, 40)=0 u'(1)=0.

Variationsformulera (xv & [;)):
Hitta v € V' sa att

1 1
/ v dr = / v(—u" +u)dr =
0 0

1
= v(—u)|} +/ '+ vudx, Vo € V.
0

o |
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d.v.s.,

FEM, forts.

1 1
/ v’u’—l—vuda;:/ vfde YvelV
0 0
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FEM, forts.

o N

Diskretisering i finita element

Dela in omradet (0, 1) i m element/intervall av storlek A:

0;(x)
h h 1
"

0 / 1
Xj:_]h

S6K U(z) = Uy ¢1(z) + ... + Uy dm(x), V.S, Uy, .., Uy, S4 att

1 1
/()(¢;U’+gbjUda:):/0 pjrdr j=1,..,m.

o |
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FEM, forts.
-

Detta resulterar i m ekvationer for de m okadnda Uy, .., U,,
enligt:

1 m
/0 Z U; (0501 + ¢j1) do =
j=1

J/

1 1 1
:U1/ qb;-gb’1+qug/)1 da:+U2/ .+ :/ ¢j(z)z dz,
0 0 0
b

a1 ;2

d.v.s,

o |
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dar

aii

a/jl

FEM, forts.

A1m U1 b1
Us bo

ajm —

Qmm 1 L Un | i bim

sU=A",
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FEM, forts.
| -

1
0 — /0 8,8, + didy da.

Notera att A ar gles, eftersom

(I)k(X)’/\\\ y\
o ' N . | . : -

K X,
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FEM, forts.
-

FOr k =5 — 1 harvi

=i = [P L1y T T g
ayk—aj,y—l—ij_l AR o dT =

1 1 .
bj = [, ¢j(x)xdr =x; [, ¢jde=hz;, j<m,

LOCh sa vidare..



-

FEM, forts.

Vi kan skriva detta som A = S + M dar

b= h?

- 1/3 1/6
1/6 2/3

1)6 1/3 |
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FEM, forts.
-

Finita element i rum och tid

Lat oss betrakta varmeledningsekvationen
w—u" = f, 40,t)=0,u'(1,t) =0, u(z,0) = ug(z),

Variationsformuleringen ar nu:
Hitta v € V'

1 1 1
/ / vu dxdt + / / V' dedt = / / vfdxdt Vv eV
I, JO I, J0 I, J0

o |
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FEM, forts.
-

Vi gor ansatsen

U(x,t) = Up—1Yn-1(t) + Un(x) Yy (t)

dar
(o <t <ty
Yo(t) = DHTL <t <ty
\ 0 t ¢ ( n—1, n—|—1]

och

Un(z) = Up,1 $1(x) + Un2 ¢2(x) + ... + Upnm ¢m(z) = U(ln, 1),

d.v.s., U(x,t) ar styckvis linjar och kontinuerlig i rum och tid.

o |
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FEM, forts.

o N

Alltsa:
® V' = {Kont. & styckvis linjara funktioner i rum och tid.}

o V=
{Kont. & styckvis linjara i rum men styckvis konst. i tid.}

Nodvardena U, ;, bestams saledes av

//@U ~ Un- 1dazdt+//¢3 W 1+U¢n)dazdt
Z/In/olqﬁjfdazdt, j=1,..,m,

Ld.v.s., J
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FEM, forts.

/qﬁgU dr — /qﬁj n— 1d:13+/ tn— 1/ qu 1d:1:dt+
/wn/ gbU'dazdt /n/ol¢jfdxdf’

Fy

|
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FEM, forts.
alltsa T

k k
(M +5 8) Uy = (M =5 8) Un1 +k F,

-

av vilket vi successivt kan berdkna U,, = . fran U,,_4

och F,,.
Tidsstegningsmetoden kallas Crank-Nicolson.

En annan metod, Bakat Euler, ger ekvationen
(M+kS)U,=MUp_1+kF,.

o |
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Assemblering.

-

Assemblering

Betrakta problemet
" +u=f 0<z<l, 40)=0u'(1)=0,

med variatationsformuleringn: Hitta v € V' sa att

1 1
/ v’u’+vud$:/ vfdx, YvelV.
0 0

|
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Assemblering, forts.

-

Med ansatsen U(z) = Uy ¢1(z) + .. + Up, ()

Ui
och byte v mot U, v mot ¢;, farvifarU = | .
- Um
(S+ M) U =1,
= A




Assemblering, forts.

.
g = | " - fo(b;"b;e |l «+radj

N~~~
kol &

och motsvarande for M och b.

Notera att

o |
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Assemblering, forts.

A
)i

0

0

Ji o 0
Jrla Jo 0

o Jels S

0 f3 f3+f4

Local stiffness matrix

fj - ffj
[ 01

P11

~ med lokal styvhetsmatris dS definierad enligt



Assemblering, forts.

[ dhdhda [, ¢ da

dSa =
P [ didhde [ S




Assemblering, forts.

o N

Leder till assembleringsalgoritm enligt:

for el =1 : m-1
dS(el) = ...
addera dS(el) till S

end

Liknande for M och b.

o |

.- p.20/35



Beriakning av dS(el)

fDatastrukturer for nodkoordinater och element-nod T
koppling:

p=1[ 00 0.2 0.4 (2.6 ‘O.8 1.0 ]

4 | | L .
T T T T T T T

o {1 > 3 4 5}
2 3 4 5 6

| kolumnerna i p finns koordinaterna for olika noder.
Kolumnerna i ¢ ger nodnummer till olika element. Till
exempel, element 4 har noder 4 och 5. Koordinaterna till
dessa ar p(4) = p(t(1,4)) och p(5) = p(t(2,4)). | allmanhet
ges koordinaterna for element el av

x=p(t(:,el)).
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Berakning av dS(el), forts.
-

Integralerna i dS(el) ges av elementarean

dr = x(2) — z(1) = p(t(2,el)) — p(t(1,el)).

el

AN /
N
dx
tillsammans med derivatorna far de lokala basfunktionerna
®, och &5, d.v.s.

DPhi = |—1/dx,1/dx].

o |



Berakning av dS(el), forts.
B o

dS(el) = DPhi' %« DPhi  dz =

___-—1/d$ - B
— 1 -[—{Uthl/dx]dx-—

41 —1 | 1
1 41 | dz

De motsvarande integralerna i dM (el) och db(el) maste
beraknas med lampliga kvadraturregler, till exempel
mittpunktsregeln.

o |
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-

Addera dS(el) till S
-

De rad- och kolonnindex i S som far bidrag av dS = dS(el)
ges av t(:,el), d.v.s., S kan uppdateras med bidrag fran
element el enligt

S(r k) = S(r, k) + dS(el),

darr =k = t(:, el). Till exempel, for element el = 3, d.v.s. I3,

5| och dS(el) adderas till o33 93 |

har vi £(:, el) =
4] 543 Saq

|
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2D-assemblering

-

Betrakta problemet
—Au+u=Ff InQ, Opbu=0, ono,

med variationsformuleringen: Hitta v € V'’ sa att

/Vu-Vvdx—/ %vdeL/uvdx:/fvdx VveV
Q Joaon — Jg 0
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2D-assemblering

-

col 2

— row 2

. row 6

— Tow '/

b —

col 6 col 7

Lmed lokala styvhetsmatrisen
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2D-assemblering

_ fK3 VP - VP ng V& - Vs ng Vo, - Vs
dS3 = fK3 V&, - VPy ng Vo&y - Vo ng..

Sk, VO3 VO [ [, -

dar

P
D, P3 2
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2D-assemblering

o N

Motsvarande datastrukturer for p och ¢ ar nu

|- p(1,2) . . p(1,6) p(1,7) . | < x1—ccords
P=1 . p22) p(2,6) p(2,7) .| « x9 —ccords
t=1|. . 7

- 6 —

dar element 3 har noder 2, 7 och 6, med z; och z»
koordinater som finns i p.

Notera att numreringen 2, 7, 6 definierar en lokal
nodnumrering av noderna som motsvarar de lokala
basfunktionerna 1, &, och ®3 som i figuren.

o |
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2D-assemblering

o N

Elementlangden dz ar nu elementarean dz, och

basfunktionens derivatavektor ar istallet basfunktionens
gradientmatris

DPhi =[V® V&, V&3], darve;=| 9z

medan berakningen av dS(el) och additionen av dS till S ser
ut som innan.

o |
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-

Ickelinjara problem

Exempel

—div(a(u)gradu) = f iQ, u=0 paodQ,

dar a(u) ar en temperaturberoende varmekonduktivitet.

Variationsformulering for problemet ar:
Hitta u € V' sa att

/Vv-a(u)Vudxzfvfdx Vv med v = 0 pa 0.
Q Q

Finita elementmetoden anvander ansatsen
U(x) =Uy¢1 + .. + Up, ¢, SOM bestams av

|
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Diskreta ickelinjara problemet

-

-

/Vqﬁj-a(U)VUd:E:/g/)jfdaz, j=1,..,m,
Q Q

Uy
dar U =

Unm

. Notera att detta nu ar ett ickelinjart

ekvations_syste;n, som inte kan skrivas AU = b, med en
given matris A. Istallet,

dar

.
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Diskreta ickelinjara problemet, forts.

o N

oV -aU)Veé1 ... [oV1-aU)Veém

 JoVom-aU)Ver ... [oVém-a(U)Von |



Fixpunktsiteration

o N

Den enklaste metoden {or iterativ I0sning av det ickelinjara
ekvationssystemet for U ar

AUUY U+l —
som ger en folid U@, M), @), .., med UY) — U om vi har

tur.

Ett alternativ ar att anvanda Newtons metod.

o |
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Projekt
fProjekt med FEM. T

# Frivilligt. Kan ge upp till 5 bonuspoang till tentan.
# Arbeta i grupper om tva.

# LOs partiell differentialekvation i 2D.
o Matlab.
o

Kortare skriftlig rapport med programkod.

o |
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Projekt, forts.

o .

Tre projekt. Egna (goda) forslag ar ok om ni forst kollar me
handledaren.

# Varmeledning i en slang.
o Egenvardesproblem.
# Vattenrorelse i ett badkar.

Uppgiftsbeskrivning finns pa kurshemsidan.

o |
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