TMA 690

Matematik CTH

Tentamensskrivning i Partiella differentialekvationer F

Datum: 2006-08-21, kl. 14.00 - 18.00.

Hjalpmedel: Inga, ej heller riknedosa.

Telefonvakt: Karin Kraft, tel. 0762-721860, besdker salen ca 15.00 och 17.00.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges pa skrivningsomslaget.

1. Finn den allménna 16sningen till differentialekvationen

u, Fu o
T ox? 0xdy O

=gze %, (6p)

2. Lat Q vara enhetsskivan och v = 92 vara enhetscirkeln {z = cosf, y = sinf :
6 € [0,27]}.

(a) Bestam antalet 16sningar till vart och ett av nedanstaende problem (n ar den
utatriktade enhetsnormalen till 7). Motivera! (6p)

Au=0 i Q,
U|ee[o,w) =1,
Ulpeim2m) = 0.

{Au:() iQ, {Au:() i Q, {Au:O i Q,
uly =1; g—Z\wzl% g_:ﬂvz();

(b) Bestdm u(0,0) fér de problem ovan som har entydig 16sning u. (4p)

3. Lat Q vara ett begrinsat omrade i R?, 992 € C?. Betrakta Steklovs egenvirdes-
problem for den biharmoniska operatorn A? (dir A?u = A(Au))

Au=0 1 Q,
u=0 pa 09,
Au = )\% pa 01,

dir n ar den utatriktade enhetsnormalen till 0€2. Talet A kallas Steklovegenvirde om
problemet ovan har en icke-trivial (klassisk) l6sning. Visa att alla Steklovegenvirden
ar positiva. (Du kan ta for givet att det finns Steklovegenvirden.) (8p)

4. Lat u vara en 16sning till vagekvationen
Uy = Uy i {(z,t):zeR, t >0}

(a) Visa att au, + u; ar konstant pa karakteristikorna z + at = ¢ och au, — u; r
konstant pa karakteristikorna x — at = c¢.  (4p)

(b) Anviind resultatet ovan for att visa att Cauchys problem for uy = a®ug, i
{(z,t) : x € R, t > 0} har hogst en 16sning. (6p)
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5. Visa att Cauchys problem foér virmeledningsekvationen

U = a*Uyy, t >0, v €R,
u(z,0) = p(x), =z €eR,

har hogst en 16sning som &r begrinsad for ¢ > 0, z € R.  (8p)

6.(a) Ange variationsformuleringen fér Dirichlets problem med homogena randvill-
kor for Laplaces operator for ett omrade i R?. (2p)

(b) Ange motsvarande variationsformulering fér FEM. Forklara varfor det prob-
lemet alltid dr losbart. (3p)

(c) Formulera en a priori feluppskattning for FEM-16sningen i max-norm (utan
bevis). (3p)

/IM



