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1. Finn den allmänna lösningen till di�erentialekvationen
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∂x
= xe−2y. (6p)

2. Låt Ω vara enhetsskivan och γ = ∂Ω vara enhetscirkeln {x = cos θ, y = sin θ :
θ ∈ [0, 2π]}.
(a) Bestäm antalet lösningar till vart och ett av nedanstående problem (n är den

utåtriktade enhetsnormalen till γ). Motivera! (6p)

{
∆u = 0 i Ω,

u|γ = 1;

{
∆u = 0 i Ω,
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∆u = 0 i Ω,
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∂n
|γ = 0;


∆u = 0 i Ω,
u|θ∈[0,π) = 1,
u|θ∈[π,2π) = 0.

(b) Bestäm u(0, 0) för de problem ovan som har entydig lösning u. (4p)

3. Låt Ω vara ett begränsat område i R2, ∂Ω ∈ C2. Betrakta Steklovs egenvärdes-
problem för den biharmoniska operatorn ∆2 (där ∆2u = ∆(∆u))

∆2u = 0 i Ω,
u = 0 på ∂Ω,

∆u = λ∂u
∂n

på ∂Ω,

där n är den utåtriktade enhetsnormalen till ∂Ω. Talet λ kallas Steklovegenvärde om
problemet ovan har en icke-trivial (klassisk) lösning. Visa att alla Steklovegenvärden
är positiva. (Du kan ta för givet att det �nns Steklovegenvärden.) (8p)

4. Låt u vara en lösning till vågekvationen

utt = a2uxx i {(x, t) : x ∈ R, t > 0}.

(a) Visa att aux + ut är konstant på karakteristikorna x + at = c och aux − ut är
konstant på karakteristikorna x− at = c. (4p)

(b) Använd resultatet ovan för att visa att Cauchys problem för utt = a2uxx i
{(x, t) : x ∈ R, t > 0} har högst en lösning. (6p)
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5. Visa att Cauchys problem för värmeledningsekvationen{
ut = a2uxx, t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R,

har högst en lösning som är begränsad för t ≥ 0, x ∈ R. (8p)

6.(a) Ange variationsformuleringen för Dirichlets problem med homogena randvill-
kor för Laplaces operator för ett område i R2. (2p)

(b) Ange motsvarande variationsformulering för FEM. Förklara varför det prob-
lemet alltid är lösbart. (3p)

(c) Formulera en a priori feluppskattning för FEM-lösningen i max-norm (utan
bevis). (3p)
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