Losningar till Serier och transformer for 12, den 24/10-98

z
zZ—a

1. (a) Vianvinder att

ar z-transformen av {a” };° vilket tillsammans med réneregeln for f6rdrdjning
leder till att — &r transformen av {z,};" med 2o = 0 och z, =a"~' dan > 1.

Partialbraksuppdelning ger
1 1

Y(z):z—5_z—4

vilket f6r n > 1 ger y, = 5"~ — 47~ och speciellt

Svar: y3=9.

(b) Vi later Y (s) vara laplacetransformen av y(t). D& har vi
y"(t) D 8*Y (s) — 5y(0) —y'(0) = s°Y (s) — s — 2
Vidare har vi ur formelbladet

nto -1 och cost > >
Sin —— 0OCh COSs —_—
s2+1 s2+1

Detta ger vid transformering av differentialekvationen

3 s
2 —
SY(S)—S—Q-{—Y(S)—m‘Fm

och alltsa
s+ 2 s+ 3

s2+1  (s2+1)%

Svar: Y(s) =

2. Ekvationen yn 2 + Ynt1 — 6y, = 2" har karakteristiska ekvationen r2 +r — 6 = 0. Denna har rétterna

ry = =3 och 79 = 2. Den allménna 16sningen yéh) till motsvarande homogena ekvation ar darfor

yW = 4. (=3)"+B-2"
For att hitta en partikuldrlésning gor vi ansatsen
yP) = an - 27,

det racker inte med bara yﬁbp ) = . 2" eftersom 2 ocksa ar rot till karakteristiska ekvationen. I

differensekvationen ger detta
a(n+2)-2""2 fa(n +1) -2 — 6an - 2" = 2™
Efter division med 2" leder detta till
4a(n+2)+2a(n+1)—6an=1

som dr uppfyllt da a = 1/10. En partikulérlosning ar alltsi

n

(p) — n
' =152
varfor den allménna 16sningen till ekvationen ar
n
Yn = 1—0-2”+A-(—3)”+B-2"

Villkoret yg = 0 svarar mot 0+ A+ B =0 dvs B = —A. D4 leder y; = 0 till ekvationen

1
.94 A.(—3-9)=
10 +A4-(-3-2)=0

med 16sningen A = 1/25. Vi har darfor foljande 16sning till problemet

Svar: y, = (0.1n —0.04) - 2" +0.04 - (-3)".



3. (a) Eftersom f(z) har perioden 27 ar fourierserien av formen

oo
a

?0 + Z(an cos nx + by, sin nx)

n=1

Dessutom &r f(z) jimn, s& vi har b,, = 0 for alla n, medan vi for a,, har

2 (7 2 [
Op = — f@)cosnzxdr = — | cosnzdz.
T Jo 0

™

For n = 0 leder detta till

2c
ag = —
T
medan vi for n > 1 far
2 sinnc
a, = — -
T n

Alltsa har vi
sin nc

- COSNX
n

Svar:  f(z) ~ % + % Z

n=1

(b) Eftersom f(x) ar styckevis deriverbar far vi for x = ¢

c 2= sinnc flet) + fe—)
—+;Z n -cosnc—f

n=1

Observera att 2sinnc - cosnc = sin2nc och att f(c+) = 0 medan f(c—) = 1 s vi far

c 1 <X sin2ne 1
AR T3

som ger 0SS
oo

sin2nc w
Svar: Z =3~ c
n=1
(c) Parsevals formel siger att
QN2 L[ 2
Py @)= [ @l

n=1

I vart fall leder detta till

22 4 Xsin?ne 1 [°
e e D Dy Z;/ ldz

n=1 -

sa vi far exempelvis foljande formel

0o .. 9
sinne  c¢(r —c¢)
S . =
var E 3 5
n=1
4. (b) Eftersom serien dr divergent d& z = 2 och konvergent d& z = —2 &r konvergensradien 2. Serien

ar alltsa divergent da x = —3.
Svar: Divergent.

(¢) Vi har en serie av formen

— = @n)!
ch dar ¢, = —% - 2°™.
— (n!)3

Vi forsoker anvanda kvotkriteriet och ser att

cngr _ Bn+3)-()® 5, Bn+3)Bn+2)Bn+1) , 9 1.
c: B+ DR T T )m+DmrD) T = 3%" dan oo

Enligt kvotkriteriet #r serien alltsi konvergent om 3322 < 1 och divergent om 3322 > 1. Konver-
gensradien ar darfor

Svar:

1
3v3



5. T uttrycket

a zln (14 z) — (a + bx)(1l — cosx)
_ % p=
/(@) x z(1 — cosz)

anvinder vi maclaurinutvecklingarna

oS T = 1-Z 4+0(z%)

n(1+z) = z—% +0(%)
Detta ger
f(@) a_, g =12 — 222 233 4 O(2t) (1-9)2? — 2% +0(2) (1- %) - bz +0(2?)

z)———b= = =
T z3(3 + O(z)) z3(3 + O(z)) z(3 + O(z))

Eftersom i det sista uttrycket ndmnaren gar mot 0 méaste ocksa tiljaren gora det for att kvoten skall
ha ett grénsvirde alls. Téljarens gréansvarde dr 1 — § s ett nédvandigt villkor &r alltsd att a = 2. Om
a =2 far vi

2 — b+ O(2)
r)—=—-b=—2—""7 5 —(1+b)daz—0.
Vi far alltsa grénsvéirdet 0 om och endast a =2 och b= —1

Svar: a=2,b=-1

6. Villkoret pa funktionen y(t) kan skrivas y'(t) = y(t — 1) - H(t — 1) med y(0) = 1. Later vi Y (s) vara
laplacetransformen av y(t) s& leder dessa villkor till

sY(s) —1=¢e"%Y(s)

dvs
1
Y(s) =
s—e ?®

Formeln for en geometrisk summa ger oss for stora s

i e ks 1 s

sk 1—e /s s—e®
k=0

s—e 5 L ghtl
k=0

Vi anvander nu att

och att detta leder till att

Vi far darfor




Alternativuppgifterna for Matematik I, del E

2. (a) Egenvirdena A ar 16sningarna till

Genom utveckling efter tredje raden ser vi att detta leder till ekvationen

(B=N[(6-N2=A) -4 =0

dvs
(B3=XNA=7A+6)=0

som har rotterna A = 1,3 och 6.

For att bestimma tillhérande egenvektorer (x,y, 2) 16ser vii vart och ett av dessa fall ekvationssystemet

2-X -2 0 x 0
—2 5-2)\ 0 v | =[ o0
0 0 3-2X z 0

Det ger oss svaret

egenvirdetA =1: egenvektorerna dr ¢(2,1,0)
egenvirdetA =3 : egenvektorerna dr ¢(0,0,1)
egenviardetA = 6:  egenvektorerna ar t(—1,2,0)

dar t godtyckligt reellt tal # 0.

(b) Eftersom alla egenvirdena ar positiva dr den geometriska betydelsen en ellipsoid. Dess symmet-
riaxlar ligger ldngs linjerna genom origo med egenvektorerna som riktningsvektorer och motsvarande

halvaxlar dr \/12/X dvs 2v/3, 2 respektive v/2.
. Lat

o0
x) = Z apzt.
k=0

Eftersom y(0) = 0, ¥'(0) = 1 har vi ag = 0 och a; = 1. Vidare far vi

oo

y"(z) = Z k(k—Dagz® 2

k=2

vilket i differentialekvationen zy" = y leder till

Z k(k — Dage®1 = Z apx®
k=2 k=0

Genom byte av summationsindex i vinsterledet och med hénsyn till att ap = 0 kan detta skrivas

oo
Z (k+1 kak+1$ = Zakm
k=1 k=1

Genom identifiering av koefficienter far vi fér alla & > 1 att
apyr = 2k
1T R+ Dk

Eftersom a; = 1 leder detta till att .

Kk — 1)

9= Lo
k=1

ap =

Den sokta funktionen &r alltsa



