Losningar till Serier och transformer for 12, den 15/1-99

1. (a) Faltningen f x g(t) definieras genom f x g(t fo ft —u)g(u) du.
(b) frg(t) = f(f e (t-We=2u gy = ¢t fo e ldu=et(l—et)=et—e?

(c) Laplacetransformen av fxg(t) dr F(s)G(s) dar F och G &r laplacetransformerna av f respektive

g. Ur formelbladet har vi
1

s+ 2

1
F(s) =
(8) =7

Later vi h(t) = f * g(t) sa har vi alltsd for transformen

och G(s) =

Héar gor vi partialbrdksuppdelning och far

H(s) = —

Invers transformering ger darfor
frgt)=h(t)=e"' —e™

00 f("n)!(a) (z — a)".

2. (a) En serie av formen )~
(b) Vi vet att

for alla u. Detta ger

2 & ( l)thk
T =3 ok
k=0
och eftersom
x .Z‘2k+1
/ 2k dt =
o 2k + 1

far vi alltsa
(—1)kg2k+1

(2k + 1)2kk!
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Detta &ar alltsa svaret.

(¢) Om en funktion har maclaurinserien > ° / a,z™ s8 ir a, — )((0) . Vi har alltsa £ (0) = nla,.

I vart fall ar

0 om n = 2k
A, = _1\k
" W omn=2k+1

Vi har déarfor

SRl omn=2k+1

Héar har vi anvént att (2k + 1)! = (2k + 1) - (2k)!

0 om n = 2k
F(0) = { (—1)* (2k)!
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Lat Y (z) vara den sokta z-transformen. DA géller att {y,y1} har transformen 2Y(2) — zyo =

2Y (2) — z medan {y, 2} har transformen 22Y (2) — 2%yo — zy1 = 2°Y (2) — 22 —22. Ur formelbladet

far vi att
z? —4zcos % 22— 2z

2—-2-4zcos § +42 T 22-42+16

Nar vi transformerar differensekvationen far vi darfor

4™ cos (ng) har transformen

2
sorn 2o B -2z
Y (2) = 2% =22 = 5(zY (2) = 2) + 6V (2) = 5— &
dvs ( 2)
- Vi) o(r—3) 4 222
(27 =52+ 6)Y(2) = 2(2 — 3) + 22 — 42+ 16

Eftersom (2% — 52+ 6 = (2 — 2)(z — 3) ger detta

z—2 (2—3)(22—4z+16)



(b)

Observera att 22 — 22 + 2 = 22 — 2Bz cosa + 2 om 2 = 2 och Bcosa =1 dvs om 8 = v/2 och
Qa = arccos % = 7- Med dessa virden pa a och 3 har vi alltsa B2 =2 och Bcosa = 1 men ocksa
Bsina = 1. Med hjilp av formelbladet har vi darfor dels att

2

ﬁ ar transform av (v/2)™ cos ng
dels att . .
P2, 12 dr transform av (v/2)" sin ny

Genom addition ser vi att
2

z « n T,
p transform av (v'2) (cosn4 + smn4)
Da -1 gtg()harvif(—) (—t) — ( t)2 = —(t+t2) = —f(t) och da 0 < t < 1 har vi
f(=t) = (=t) + (—=t)? = =t + ¢ = —(t — t?) = — f(t). For alla t har vi dirfor f(—t) = —f(t) s&
funktionen dr udda.
Eftersom funktionen dr udda har den en fourierserie med bara sinustermer dvs
t) ~ Z by, sin knt
k=1
dar
1 1 1
by = / f(t)sin krt dt = 2/ f(t)sinkntdt = 2/ (t —t?*)sin knt dt
-1 0 0
Med partiell integration far vi
1 1
- 2
by, =2 (t—tQ)M + (1—2t)cosk7rtdt —/ (1 —2t) coskmtdt
kw kw

Ny partiell integration ger

2 sinkrt)]' 2 ! . 4 [(—cosknt) 1_ 4
by, = T [(1—27&) - ]0_(k7r)2/0 (—2) sinkntdt = )2 [ - ]0 = (kﬂ)g(l—coskﬂ)

Detta leder till att by = 0 om k ar jamnt medan by = ﬁ om k &r udda. Vi har alltsi

£(t) ~ i ((%sin @m + Lyt

= ((2m + 1)m)

Med Parsevals formel far vi i detta fall

- 2 __ ! 2 _ ! 2
;b —[1f(t) dt—2/0 )% dt

dvs

- 64 ! ov2 L s 1 2 1 1
————— = t—t)2dt=2 [ (BB -28+t)dt=2(5; - +2)=—
%((Qm—l—l)w)ﬁ /0( ) /0( +t) G-3%5 "1

Vi kan skriva detta som att
> 1 g

2 @17~ o0
m=0
Att serien r absolutkonvergent ir ekvivalent med att Y-, 7agmz ar konvergent. Vihar olikheten

n 1
na+n2 < nafl

Eftersom ) 7, ﬁ ar konvergent om a — 1 > 1 s ger jamforelsekriteriet for positiva serier
att var serie dr absolukonvergent &tminstone om a > 2. Om a < 2 ger olikheten ovan ingen
information, men da giller n® < n? s3 vi har i stillet olikheten

n n 1

n®*+n2 ~n24+n?2 2n

Eftersom 7, 5 = 1> 77 | L ir divergent ger jimforelsekriteriet att var serie ocksa &r diver-

gent.
Slutsats: Serien ar absolutkonvergent om och endast om a > 2.



(b) Om serien ar absolutkonvergent #r den ocksd konvergent s det som &terstar att underséka om
den ar betingat konvergent for nagra a < 2. Serien &r alternerande av formen ) >° | (—1)"b,, dar
bn = o = m Om a =2 ér b, = 5 s foljden av b, ir avtagande och gar mot 0. Enligt
Leibniz sats om alternerande serier ar alltsa‘”m var serie konvergent om o = 2. Vi forséker anvinda
satsen dven for a < 2. For att se att foljden av b, ar avtagande och gar mot 0 behover vi visa
att n®! 4+ n &r vixande och gar mot oéndligheten. Att den gir mot o#ndligheten &r klar men

for att se att den ar vaxande later vi
flz) =21+ 2

D3 ar

fl(@)=(a-12z*2+1
Om a > 1 foljer att f'(z) > 1> 0 medan om a < 1 har vi for z > 1 att f'(z) > (a—1)1*"24+1 =
a > 0 Ibada fallen har vi alltsd att f'(z) > 0 sd f(z) ar vixande. Alltsd ar foljden b, avtagande.
Eftersom den dessutom gar mot 0 d& n gar mot odndligheten &r alltsd serien Y.~ (—1)"b,
konvergent for alla o > 0.
Slutsats: Serien dr konvergent for alla positiva c.

6. (a) Potensserien &r > >° b, med a, = z"/T'(n + p). For att undersdka konvergensen anvinder vi
kvotkriteriet och tittar pa kvoten |a,+1/a,|.- Genom observationen att I'(n+1+p) = (n+p)T'(n+p)

ser vi att

an+1 _| | (n+p) |$|
(n+1+p) (n+p)

For varje x ar alltsa gransvardet 0 och alltsa speciellt mindre &n 1 sa serien dr konvergent for alla

—0dan— oo

x.
(b)
, e nxnfl °° nxnfl
xTr) = _— = ey
f@) “=T(n+p) ;F(n—kp)
Har gor vi byte av summationsindex n = m + 1 och far
oo o oo
, _ (m+ 1)z (m +p)
Flo) = Zl"m+1+p Zl"m+1+p Z1“m+1+p
m=0 m=0
> (m+ 1- gmtl
D )
(m+p)T m+p) T Fm+1+p)

m=0

I det sista uttrycket &r den forsta summan lika med f(z) medan vi for den andra har da vi gar
tillbaka till summationsindex n =m + 1

1—p — pmtl _l-p= 2" 1-p 1 =z
e L Tmiitn) ~ & ZTwip @ (‘r(p>+,;,r(n+p>>
_ lp-1 1-p

Sammantaget har vi alltsa

1-p p—1
fl(z) = f(z) + fl@)+ ===
@ = @)+ =L @)+ 5
dvs
of'(@) = (@ —p+ Df) + 2y
I'(p)
vilket skulle bevisas.
7 (b) Exempelvis &r serien Y- % konvergent fér £ = —1 men inte for z = 1.

8 (b) Lat f(z) = 1/22. Da ir f avtagande och for varje k far vi

k+1
fle+1) < /k f(z) da



och alltsa for varje m > n

Da vi later m — oo far vi

som skulle bevisas.



