Losningar till Serier och transformer for 12, den 21/8-99

1. (a)

z-transformen av en talfoljd {y,}32, ar

Y(z) = Z T
n=0

(b) Funktionen z/(z — 2) ér transform av talféljden 1,2,22,23, .. .Att dividera med z innebéir framét-
translation s& 1/(z — 2) &r transform av 0,1,2,22,2% ... De tre forsta talen i denna #r alltsi

()

()

0,1,2.

Eftersom 22 — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3) har vi
Y() _2-3_1 3
2—2 22z 2%

Alltsa dr Y (2)/(z — 2) transform av f6ljden 0,1,-3,0,0,....

Analytiskt kan funktionen beskrivas genom att f(t) =1da0<t<1, f(t)=2—-tda 1<t <2,

och f(t) =0 da t > 2. Laplacetransformen F(s) for f(¢) dr da enligt definitionen

F(s) = /0 T f(etdt = /0 St 4 /1 "2 et dr.

For den forsta av dessa integraler far vi direkt

1 1 _
1 1—¢e°
/ eist dt = |:——eSt:| = e
0 S 0 S

medan vi genom partiell integration f6r den andra far

Jle—tetdt = [2-1)-(—te= ]+ 1 [P(—1)e *dt
= [(2-t)-(-Les) + s%e‘“]i =Se 24 Llemr—

Vi har alltsa, ) )
1—e® e **+(s—1e® s—e*4+e~*
F(s) = P (32 ) = = :

Eftersom y(0) = 0,3'(0) = 1 har y"(¢) + y(¢) laplacetransformen

s’Y (s) = sy(0) —y'(0) + Y (s) = (s* +1)Y (s) — 1

s differentialekvationen ger

dvs
¥ (s) 1 F(s) 1 s—ef+e %
Ss) = =
241 8241 s2+1 s2(s2+1)
Ett satt att forenkla rakningarna ar att skriva

[(@) =5 + hi()

_e_s

dar fi(z) =2+ % da —7 < v < Omedan fi(z) =2— % da 0 <z <7 Daér fi(z) en udda

funktion och kan framstéllas med hjalp av enbart sinustermer, dvs

fi(z) ~ Z by sin nx
n=1

™

2 2 T~ 2 [T
2 (- E)sinnmdx _2 [—(x— E)cosnx] / cosnx
™ 2 m 27 n 0

S~

0 e

cosnw + 1

+ 0.
n



Eftersom cosnm = (—1)™ ger detta att b, = 0 om n dr udda medan b, = —2/n da n &r jamnt.
Med n = 2k har vi alltsa by, = —1/k och far

i sin 2kx

k=1
vilket leder till att den ursprungliga funktionen f(z) har fourierserien

g i sin 2kx

k=1

(b) Observera att g(zx) ar styckvis kontinuerlig s& med z = 0 far vi

2sinhm [1 X (=1)F g(0-) + g(0+)
- l§+;1+k2

2

=g(0) =1.

Av detta far vi

i (- x 1
2 7 9g Ty
= 1+k& 2sinh7m 2
For den andra serien observerar vi att med = 7 har vi coskr = (—1)* sa (—1)* cosknr = 1,
vilket gor att vi med perodisk fortsittning av g(z) far

2sinh 7 l Z
1+k2

= 9(m-) —;g(w+) =€ —;e = cosh .

Detta leder till

i 1 wcoshm 1

2 - . - -
= 1+ k& 2sinh7m 2
4. (b) Vi anvinder kvotkriteriet som séger att om

= lim [brt1 ]

n—oo |bn|

s& ar serien ) ° b, konvergent om K < 1 och divergent om K > 1.

I den forsta av serierna ar
(2n)!

(n!)?
Vi observerar att (n+1)! = (n+1)-nloch (2(n+1))! = 2n+2)! = (2n+2)(2n +1) - (2n)! varfor

’I’L

by =

lbng1]  (2(n + 1))zt (nh? @2n+2)@2n+ 1)z 5. 2n+1

bl @EDDE @l sip 2 wer 7

d&d n — oo. Serien dr alltsd konvergent om 4|z| < 1 och divergent om 4|z| > 1. Den har alltsa
konvergensradien 1/4.

Den andra serien kommer ju ur den férsta genom att  byts mot z2 si den dr konvergent om
|z|? < 1/4, dvs |z| < 1/2 och divergent om |z|*> > 1/4, dvs |z| > 1/2. Denna serie har alltsi
konvergensradien 1/2.

5. Teori.
Fortsattning Serier och transformer

6. Vi gor maclaurinutveckling av ndmnaren och ser férst att

. 3 5
sinx = m—g—!—}—f}—!—
2 4
cosz = 1—54+ % —...
vilket ger
3 3 5 5
: _ T T T T
SInT —xcosTr = Fr+Gr+F G-
23
= 2 +0(z®)



7.

Namnaren #r alltsd av storleksordningen z3 d& =z — 0 och da far tiljaren i sin maclaurinutveckling
bara innehélla termer av ordning z3 och hdgre annars existerar inte det sokta griinsvirdet. Eftersom

e = 1+t+L +L +0(tY

far vi

e = 1+2x+2x2+%+0($4)

ar det sOkta polynomet

p(z) =14+ 2z + 22°

och med detta polynom far vi

¢ —pz) _ % +0@") _ 2+0()

sinz — zcosz %4-0(,@5) 1+ 0(a2?)

da x — 0.

(a)

Lat y, vara beloppet efter rdnta och den n:te inbetalningen. D4 géller y; = 10000. Vi studerar
vad som hinder fran den n :e inbetalningen till den (n + 1):a. Genom riantan har det innestaende
beloppet Okat fran y,, till 1.1y,. Vid den (n + 1):a inbetalningen betalar han in 1.02" - 10000 kr.
Detta ger oss darfor

Yn+1 = L1y, + 1.02" - 10000, for n =1,2,...

Detta ar en linjir differensekvation av 1:a ordningen. Motsvarande homogena ekvation har karak-
teristiska ekvationen r — 1.1 = 0 s& den allméinna homogena ekvationen &r A -1.1". For att hitta
en partikuldrlésning ansétter vi y, = a - 1.02". I ekvationen ger detta

a-1.02"" =1.1-a-1.02" + 1.02" - 10000
vilket efter division med 1.02" leder till
1.02a = 1.1a + 10000

och alltsa 10000
= ——— = —125000.
0.08

Den allminna 16sningen till differensekvationen &r da
yn = A-1.1" — 125000 - 1.02".

Med n =1 ger detta
y1 = 1.1A —125000-1.02 = 1.14 — 127500

Men vi skulle ha y; = 10000 sé vi far A = 137500/1.1 och alltsd formeln

yn = 137500 - 1.1" " — 127500 - 1.02" ¢

En differensekvation
Ynt+2 + @Yny1 + by, =0

har allmé&nna 16sningen
yTL:A'T{L_}_B'Tg

om 71 och ro dr olika rotter till karakteristiska ekvationen
r’+ar+b=0.
Det skulle i vart fall svara mot r; = 2 och ro = 5. Motsvarande karakteristisk polynom &r
Prar+b=r—-r)r—-r)=r-2)(r—=5 =r*="r+10
s& den sokta differensekvationen &r

Yn+t2 — (Ynt1 + 10y, = 0.



Fortsattning Matematik del E

6. Vi ansatter
oo
y(@) =) anz",
n=0

vilket leder till att

o0 oo oo
zy"(z) +v' — 2y = Z n(n —1a,z" ' + Z napz™ "t — 2 Z anT"
n=1 n=1 n=0

Genom att i de tva forsta serierna byta n — 1 mot n far vi

[ee) oo oo o
zy" () +y' -2y = Z(n+1)nan+1w”+z(n+1)an+1m”—2 Z apz" = Z((n+1)nan+1+(n+1)an+1—2an)m”.
n=0 n=0 n=0 n=0

Alltsé ar zy" +y' — 2y = 0 precis da
(n+ Dnayy1 + (n+ a1 —2a, =0, for allan =0,1,2,...,
dvs
(n 4+ 1)%an41 = 2a,
och alltsa 9
Gn
n = 5 =0,1,2,....
Qn41 (n+ 1)2 n

Eftersom y(0) = 1 &r ag = 1 sé vi far successivt

o = (oQJff)Z‘ =
_ 2a1 . 2?
a2 = [n? T 7z
— 2a; 28 _ 28
a3 = @ryE T 17aT3z T (32
o =
Detta leder till att den s6kta losningen &r
o0 271
y(z) = Z CIE "
n=0

7. (b) Nej. Karakteristiska ekvationen f6r en 3 x 3-matris &r en tredjegradsekvation med reella koeffi-
cienter. En sddan ekvation har minst en reell rot och darmed har matrisen egenvektorer.

(c) Den kvadratiska formen 22 + 2azy + 32 har matrisen

(1)

Vi bestdmmer dess egenvirden genom att undersdka dess karakteristiska ekvation. Eftersom

|

a 1—)\“:(1_)\)2_&2

ar den karakteristiska ekvation
1-X2?-a*>=0

med rotterna Ay =1 +a och Ay =1 —a.
Om 0 < a < 1 dr bada egenviirdena positiva och olika d& betyder

224+ 2azy+1y? =1

en ellips. Ar a > 1 ir ett egenviirde positivt och ett negativt. D4 far vi en hyperbel. Om slutligen
a =1 har vi
22y +yi=1

dvs
(xz+y)’ =1

Den geometriska betydelsen av detta dr de tva linjerna x + y = £1.



