TMYV 841 Linjar algebra V, vt 05
Vecko—PM lasvecka 4

Lay: 4.1 - 4.6 Vektorrum,
(kapitel 4.7 flyttas till V5)

I avsnitt 4.1 introducerad begreppen wvektorrum och underrum. Detta kan synas abstrakt
men idén &r att ge en sammanhallande teori for fenomen som &r olika men har samma
grundlaggande egenskaper. Du har redan mott tva olika vektorrum, d&ven om vi inte direkt
poangterat att de ar olika. Forst studerade vi det askadliga rummet med vektorer som
representeras av riktade strackor. En vektor dr da en méngd av riktade stréckor, alla
representanter for vektorn. I denna kurs har vi arbetat med R™ dér en vektor ar en n-tipel
av reella tal. Vi kan askadliggora vektorer i R3 genom att markera punkter i ett ritvinkligt
koordinatsystem.

Pa samma sétt kan vi, sa snart vi har en bas for det askadliga rummet bestaende av tre
vektorer som inte ligger i ett plan, ge koordinater for vektorerna. Vi far da objekt i R3.
Om basen &r en standardbas (ON, positivt orienterad) ser vi ingen skillnad pa askadliga
rummet och R?. Ar basen inte en standardbas sa &r det annorlunda.

Detta ar naturligtvis inte det enda skélet till att studera vektorrum allmént, det finns
manga. Ett annat ar att forst genom att ga till den allménna teorin kan vi hantera begrep-
pen underrum och dimension bra. Dessa ar visentliga da vi fortsitter var analys av linjira
ekvationssystem.

Viktigast i 4.1 &r sats 1 med vars hjédlp man oftast enkelt kan visa att en viss méngd &r ett
underrum i nagot storre vektorrum. Bevisidén som ges i exempel 10 &r virdefull kunskap.

I 4.2 inférs begreppen nollrum till en matris A, som &r samma som losningsméngden
till den homogena ekvationen Ax = 0, och kolonnrummet till A, som &r samma som
méngden av alla b for vilka ekvationen Ax = b har 16sning. Dessa underrum i R™ kallas
ocksakdrna och wvdrdemdngd for den linjara avbildning som ges av A. Vi far alltsa nya
siatt att tdnka om, och analysera, linjara ekvationssystem. Beviset av sats 2 &r centralt
da det visar hur matrismultiplikationens linjéra egenskaper spelar in. Exempel 8 och 9
ger intressanta kopplingar till foregaende kurs, d&ven for vissa differentialekvationer ges ju
allmén 16sning av en partikuldrlosning och allmédn homogenlésning.

Bas-begreppet, som infors i 4.3 &r oerhort viktigt. Tank pa att en bas ar en mdngd av
vektorer. Lite oegentligt talar vi om de enskilda medlemmarna i en bas som basvektorer
vilket kan ge intrycket att de ensamma har nagon speciell egenskap. Sa ér det inte, varje
vektor utom nollvektorn kan inga i en bas. Vésentligt att kunna &r att bestdmma baser for
nollrum och kolonnrum fér matriser. Sats 6 med bevis &ar viktig.

I manga tillampningar handlar det om att vélja en bas som &r lamplig for det aktuella
problemet. Koordinatsystem, som inférs i 4.4, dr avgorande i detta sammanhang. Det
géller ocksa att halla ordning pa de olika system man arbetar med. For detta har man



basbytesmatrisen Pg som kommer till stor anvindning léngre fram i kursen. Ett djupare
studium gors i 4.7

Begreppen dimension och rang (dimensionen av kolonnrummet) inférs i 4.5 och 4.6.
Matrisrang &r viktigt i vissa tillimpningar, t.ex. inom reglerteknik. I 4.5 ingar flera viktiga
satser: satserna 9 och 10 som ger mojlighet att definiera begreppet dimension, Sats 11 som
visar att om H &r dkta underrum i V' sa har H ldgre dimension d&n V' och sats 12, bassatsen,
som ofta leder till att det kontrollerande riknearbetet kan minskas.

Beviset av sats 9 ér belysande da det visar hur uttalanden om allménna vektorrum ofta
hénger samman med uttalanden om linjdra ekvationssystem.l 4.5 ar sats 14, rangsatsen
eller som den ocksa kalla dimensionssatsen viktig. Sjalvklart ocksa fortsidttningen av sats
2.3.8 om inverterbara matriser. Den borde for 6vrigt inkludera &ven sats 3.2.4 .

Rekommenderade uppgifter

(PP &r forkortning av Practice problems. Har menas att du bor inleda med att gora alla
dessa. Du hittar dem direkt fore 6vningarna till respektive avsnitt.)

Avsnitt | Instuderingsuppgifter | Traningsuppgifter Teoretiska uppgifter
4.1 PP 1,3,4,7 11, 13, 15, 19, 35, 36 | 20, 23, 33, 34
4.2 PP, 1, 3,5,7,9, 15, 17 | 21, 31, 37 25, 27, 30, 33, 39
4.3 PP, 3,4, 9, 10 15, 27, 37, 38 21, 23, 29, 30, 36
4.4 PP, 1, 3,7, 10 11, 13, 27, 29, 33 15, 19, 23, 25
4.5 PP, 1, 6, 11, 14 21, 33 19, 27, 29, 31
4.6 PP, 1, 3,5 35 7,9, 13, 15, 17, 21, 25, 30




