MATEMATIK Inga hjilpmedel, ej heller riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 100311 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Ragnar Freij 0703-088304

TMAS841 Linjir algebra V

Tentan rattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlaimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkdnt pa tentan krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspodng fran duggor 2010
riknas med, men maximal poidng pa denna del dr 32. For godkint pa kursen skall ockséa Matlabmomentet vara
godként.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poéng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida mandag 15/3. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter ten-

tamenstillfdllet. Ett granskningstillfidlle kommer att anordnas, se kursens webbsida fér information.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket l6sningar och svar skall skrivas. Detta blad (14p)
inldmnas tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) Bestdm elementet p i matrisen (3p)
1 1 -1
A=11 =2 1
1 7 »p
sa att ekvationssystemet Ax = 0 har icke-trivial 16sning.
(b) Lat p =0 i matrisen A. Los med hjilp av Cramers regel zo ur ekvationssystemet (3p)
I -1
A i) = 0
I3 3
3. (a) Definiera vad som menas med ett egenvdirde och en egenvektor till en n x n matris A. (2p)
(b) Bestidm en diagonalmatris D och en inverterbar matris P sadan att A = PDP~!, dir (4p)
-1 5 0
A= -3 70
0 01
1 1 5
4. For matrisen A = 0 ! 2 , bestam
-1 2 1
1 -2 -1
(a) rank A och en bas for Col A. (2p)
(b) En bas for Nul A. (2p)
(c) En ON-bas for Col A. (2p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poidng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéntgransen. Normalt krivs for podng pa
deluppgift att man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda,

till malet.

5. Verifiera att matrisen

1 5 1 =2
AZE 1 5 2
-2 2 2

har egenvektorn [ 1 -1 2 ]T. Visa att A &r standardmatrisen for ortogonalprojektion
pa ett visst plan genom origo; ange speciellt en ekvation for detta plan. Bestdm slutligen
standardmatrisen for spegling i samma plan.

6. Visa att om ett vektorrum V har en bas med n element, sa ar fler &n n vektorer i V
linjart beroende. Anvind sedan detta for att visa att dimensionen av ett vektorrum &r
vildefinierad, dvs att alla baser for ett vektorrum innehaller lika manga vektorer.

7. Avgora vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Alla svar maste moti-
veras. Om du hivdar att ett pastaende d&r SANT sa maste du forklara varfor. Du far citera
satser fran boken i ditt resonemang. Om du daremot hiavdar att ett pastaende dr FALSKT
sa maste du illustrera varfor med ett exempel.

OBs! Bade ett felaktigt svar och ett korrekt men helt omotiverat svar ger noll poéng.

(a) Lat n vara ett positivt heltal. For alla n x n matriser A och B giller att
rang(AB) < rang(A).

(b) Om A &r en 3 x 3 matris som dr radekvivalent med matrisen

SN

1 5
0 6 |,
0 3

sa &r talen 1,2 och 3 egenvirdena till A.

(c) Lat A vara en diagonaliserbar 3 x 3 matris med egenviardena Aj, A2 och A3. Da &r

det(A) EPSEPRP.YY

Lycka till!
Hjalmar

(6p)

(2p)

(2p)

(2p)
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sid.nummer | Poéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad
plats (endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Den linjira avbildningen F : R® — R3 uppfyller F ([ 1 00 ]T) = [ 1 2 3 ]T,

F(lo10]")=[45 6
dardmatrisen for F'.

Lo6sning:

]T

(b) Berikna A=, dir A= | 0 -1 2

Lo6sning:

(c) Ett underrum H i R? har basen B = {[ 11 4 ]T, [ 3 05
Visa att v € H och bestdm koordinatvektorn [v]z.

Lo6sning:

ochF([O 0 1]T>:[7 8 9]T.Angestan—

(2p)

VAND!



(d) Bestdm den réta linje som dr bést anpassad till punkterna (—1,0), (0,1) och (1,5)
enligt minstakvadratmetoden.

Lo6sning:

(e) Los matrisekvationen XA + B = X, dér
2 -1 1 2
A‘L—J’ B_{2 1]'

Lo6sning:

(3p)

(3p)



Losningar TMA841, Linjir Algebra V, 100311

1. (a) Standardmatrisen kan skrivas ner direkt och ges av

[F(e1) F(ez) F(es)] =

W N =
S Ot
© 00

(b) Da vi utfér radoperationerna
Ri— R +3Ry, Ri— Ry —5R3, Ry Ry —2R3, Ro— —Ry

pa den utokade matrisen [A|I3] si forvandlas den till [I3] A1), dér

1 3 =5

A'=10 -1 2
0 0 1

(¢) Vi vill skriva ¢1by + cobg = v, dvs

1 3 1

10 [ Zl ] =] -2

45 2 -3

Pa vanligt sitt erhaller man 16sningen ¢; = —2, ¢ = 1. Detta innebér att v € H och

att [v]g = [ _12 }

(d) Den bista linjen har ekvationen y = kx + m déar

1 -1
1 0 [ZL]: 1
1 1 5
Vi har
1 -1
1 11 30
ATA:[ } 1 0 —[ }
-1 0 1 - 0 2
och

—_

0
m 1 11 [
A'b = [ -1 0 1 5|
Minstakvadratlosningen ges av

w3 3T [0 AL

SVAR : Den bésta linjens ekvation dr y = %3: + 2.



(e) Vi har att
XA+B=X=B=X-XA=X(L,-A) = X=B(,-A)™",

forutsatt att Is — A ar inverterbar. Vi berdknar

mear =[] =[]

och erhaller

e HEHEER!

2. (a) Da vi utfor radoperationerna
Ry — Ry — R1, R3— R3— Ri, R3— R3+ 2Ry,

sa forvandlas matrisen till trappstegsformen

1 1 -1
0 -3 2
0 0 p+5

Systemet Ax = 0 har en icke-trivial 16sning om och endast om sista raden bestar endast
av nollor, dvs om och endast om p = —5.

(b) Enligt Cramers regel &r

1 -1 -1
1 0 1
L, detds(b) |18 0| 7 7
det A 1 1 1| —15 15
1 -2 1
1 7 0

dér determinanterna kan beriknas med valfri metod.

3. (a) Se kursboken.

(b) Vi maste diagonalisera A. Dess karakteristiska ekvation dr
A1 =X (7T=X) = (=15)] = 0= A(A\% = 6A +8) = 0,

som har de tre rotterna Ay = 1, Ao = 2, A3 = 4. Sedan hittar vi motsvarande egenvektorer.

-2 50 0
M=1:Vihar A—I3=| —3 6 0 |.En egenvektor ar vi = | 0
0 00 1
-3 5 -3 5
A = 2 : Vi har A — 2[5 = 3 5 ~ 0 0 . En egenvektor &r
0 0 0
5
Vo = 3



-5 5 0 -1 10 1
A3 =4:ViharA-4I3=| -3 3 0 ~ 0 0 1 |.Enegenvektorédrvy= | 1
0o 0 -3 0 00
D& har vi att A= PDP~!, dir
0 5 1
P = [Vl V9 Vg] = 0 3 1 s
1 00
1 00
D= diag()\l, )\2, )\3) = 0 2 0
0 0 4

4. (a) Da vi utfor radoperationerna

R3+— R3+ Ry, Ry R4— Ry, R3+— R3—3Ry, Ry R4+3Ry, Ri— Ri— Ry

sa erhalls den reducerade trappstegsformen

o O O =
o O = O
O O N W

De tva forsta kolonnerna i A, dvs vq = [ 1 0 -1 1 och vy = [ 11 2 =2

]T
pivotkolonner och bildar alltsa bas for kolonnrummet. Speciellt dr rank(A) = 2.

]T, ar

(b) Fran den reducerade trappstegsformen ovan ser vi att nollrummet kan skrivas i para-
meterform som

-3
I3 —2
1

)

dvs vektorn [-3 — 2 1]7 utgor en bas.

(c) Lat vi och vy vara basvektorerna i (a). Forst forvandlar vi dessa till en ortogonal-
bas genom att byta ut vo mot

— | V] =V + V] =
3>1 2 1

L )

Vg - Vi
W9 (= V9o — V] = Vo —
V1 -Vi

N

Séatt slutligen

1
V1 1 0
uj ‘= = = s
vl V3| —1
1
2
Wo 1 1
U :— = —
lwal| V7| 1
-1

Da utgor {uy,us} en ON-bas for Col(A).



5. Lat n:= [1 —12]T. Vi kontrollerar forst att An = 0, dvs att n dr egenvektor till A med
egenviirde 0. Om A dr standardmatrisen for ortogonalprojektion pa ett plan genom origo,
sa maste detta plan ha normalvektor n, och alltsa ges av ekvationen x; —xs +2x3 = 0. Att
A verkligen ger ortogonal projektion pa detta plan innebér att Av = v for varje vektor v

i planet. Det riacker att kontrollera detta for tva linjirt oberoende vektorer i planet, t.ex.
[~2 0 1)T och [1 1 0]T.

Kalla speglingsmatrisen fér B. Vi konstaterar att, for varje vektor x € R3,

Bx =x+2(Ax — x) = 2Ax — x,

sa
1 1 -2
B=2A-Ii=z| 1 2 2
-2 2 -1

6. Se kursboken.

7. (a) Detta &r SANT. Rangen av en matris A &r dimensionen av dess kolonnrum, dvs av de
vektorer som kan skrivas pa formen Ax for nagot x. Men eftersom (AB)x = A(Bx) dr
Col(AB) C Col(A), sa dim Col(AB) < dim Col(A).

(b) Detta #r FALSKT. Om man exempelvis fordubblar tredje raden far man en matris
med egenvérdena 1, 2 och 6.

Alternativt kan man konstatera att alla inverterbara 3 x 3-matriser ar radekvivalenta med
varandra (se Sats 7 i avsnitt 2.2), sa om pastaendet vore sant skulle alla sadana matriser
ha egenvirdena 1, 2 och 3, vilket &r absurt.

(c) Detta ar SANT. Att A &r diagonaliserbar med dessa egenvirden innebér att det finns
en inverterbar matris P sadan att A = PDP~! dir

A0 0
D=0 X 0
0 0 X3

Men da har vi att

det(A) = det(PDP™ 1) = (det PD)(det P~1) = (det P~1)(det PD) = det(P~'PD)
= det(D) = A1 Ao - Az, V.S.V.



